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8— Funciones vectoriales

En esta unidad utilizaremos los vectores para estudiar el movimiento de un punto en el
plano coordenado o en el espacio. Antes de empezar su lectura, es conveniente releer el
Capitulo 6.

Si las coordenadas del punto movil en el instante ¢ estdn dadas por las ecuaciones
paramétricas x = f{t), y = g(t), entonces el vector

) =f®OI+g®j o F=xi+yj
es el vector de posicion del punto. La ecuacidn anterior determina una funcion vectorial

T =7 (t) que asocia al namero ¢ el vector de posicion 7 (t) del punto mévil. En notacion
vectorial, una funcién vectorial es un par ordenados de funciones reales: 7T (t)= (f(?),

g@)).

8.1 Limite y Continuidad de funciones vectoriales

Gran parte del calculo de las funciones reales (ordinarias) se aplica a las funciones
vectoriales. Para comenzar, el limite de una funcion vectorial 7= (f, g) se define como
sigue:

im7 (@ = (im/ Olimg ©) = T (lmf ©) + 7 (lmg ©)

si el limite de las ultimas dos expresiones existe. Asi, los limites de las funciones
vectoriales se obtienen mediante los limites de sus funciones componentes.

Decimos que T = T (t) es continua en el nimero a si
lim7 (t) =7 (a)
t-a

Esto equivale a decir que T es continua en a si y sélo si sus funciones componentes son
continuas en a.



8.2 Derivada de una funcion vectorial

La derivada 7 'de la funcion vectorial 7 se define exactamente de la misma manera que
la derivada de una funcion real. Especificamente,

F(t + h) — 7(b)
h

T (t) = }llir(l)

si este limite existe.

El significado geométrico de esta definicion se muestra en la figura de abajo. Si los
puntos P y Q tienen vectores de posicion 7(t) y r(t + h), respectivamente, entonces
PQ representa el vector 7(t + h) — 7(t), el que puede, por lo tanto, considerarse como un
vector secante. Si h > 0, el vector (1/h)(¥(t + h) — ¥(t)) tiene la misma direccion que
r(t + h) — r(t). Cuando & — 0, parece que este vector se aproxima a un vector que esta
en la recta tangente. Por esta razon, el vector ¥'(t) se denomina vector tangente a la
curva que esta definida por 7 en el punto P, siempre que 7' (t) exista y 7 (£)#0. La recta
tangente a C en P se define como la recta que pasa por P y que es paralela al vector
tangente 7' (t). Mas adelante, daremos esta interpretacion en forma analitica.

y A y A
Ft+h)-F(t)=AT P _I®
7 LT+ h)-T(t) AT
() () \ h h
. Q Q
7(t+ h) C r(t+h) C
Vector secante Vector tangente

Por otro lado, suponga que una particula se desplaza en el plano de modo que su vector
de posicion en el tiempo ¢ es 7(t). Segln la figura de arriba, para valores pequefios de 4,
el vector

r(t+h) —71()
h

es una aproximacion de la direccion de la particula que se mueve a lo largo de la curva C.
Su magnitud mide el tamafio del vector de desplazamiento por unida de tiempo. Podemos
decir que este vector da la velocidad promedio sobre un intervalo de longitud / y su limite
es el vector de velocidad v(t) en el tiempo ¢:

7t + h’)l “FO s

v(t) = }ll_r)r(l)

Asi, el vector velocidad es también el vector tangente y sefala la direccion de la recta
tangente.

Finalmente, la rapidez de la particula en el tiempo ¢ es la magnitud o modulo del
vector velocidad, o sea, |[v(t)|



El siguiente teorema demuestra el importante hecho de que 7' se puede calcular
derivando componente a componente.

Teorema 1: “derivacion componente a componente”
Sea T, con ley T (t) = (f(#), g(t)), donde f y g son funciones derivables.

Entonces,

() = (f(1),9'(1)

Demostracion

r(t+h) —7() Y (f&+h),gt+h)—-(f(),gt))
= |]lm =
h h—-0 h

F(0) = lim

i St —f), 9+ - g®) _ <f(t+h)—f(t)_y(t+h)—g(t)>_
im = lim ; =
h—0 h h—0 h h

— (s J@R)=f@) . g+h)—g@®)\ _ , o '
= (lim B0 lim £E2290) = (£1(0), g/ (0)).

Interpretacion geométrica de 7’

Sea la curva C dada por

(x=fo
C'{yzg(t)’te[ , b]

La curva paramétrica C es suave si las derivadas f’ y g’ son continuas y no se anulan en
forma simultanea. Si f admite inversa h, entonces la curva se puede dar en forma
explicita; o sea, a través de una ecuacion con formula y= ®(x). Para ello sustituimos ¢ =
h(x) en y=g(t), y obtenemos: V4

( t=h@)
Cb=gmu»
d(x)=y

Luego: y = g(t) = g(h (x)) = P(x),con P =g o h

D’ (x)=(goh) (x)=g'(h(x).h'(x)=g’(t). h'(x) = ?,'Eg

(por derivada inversa)

Conclusién:

!
La pendiente de s, recta tangente a la curva C en P, es ?,—Eg = ®'( ). Esto significa que el
vector de componentes (f ’(2), g°(t)) es un vector paralelo a la recta s. Este vector es 7' (t);

luego, concluimos que 7'(t) es tangente a la curva en el punto (f (2), g(?)).
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Teorema 2: Formulas de derivacion

Sea u 'y v funciones vectoriales derivables. Sea & una funcion a variable real y
sea ¢ un escalar. Entonces

1. (u(t) +v(@)y =u'(t)+v'(t),

2. (cu(t)y’=cu’(t),

3. (h@.u(t))y = h’@.u(t)+ h@).u'(0),

4. (u(t) . v()y=u'(t). v®)+u(t).v'(t).

Demostracion Demostraremos la parte (4) y dejaremos el resto como ejercicio.

Si u(t)=(f1), o)) y v (t)=(gi(1), g(1)); entonces
u(t) . v(t)=f1(1). g1()+ f2(1). g2(1)

Por lo tanto, la regla del producto para las funciones a variable real ordinaria implica
@(t) . v(0) = (fi(1). g1()+ 2(1). g2(1)) =
=11 g1+ fi(1). g1()°] + [/2(1)". g2(0+ f2(1). g2(1)°] =

=u'(t). v)+u()v'(t). (q.e.d)

8.2.1 Vector velocidad y vector aceleracion

Ahora analizaremos con més detalles el movimiento de un punto con vector de posicion
r(t) = f(H)i+ g(t)j . Su vector velocidad v(t) y vector de aceleracién a(t) son:

v(t) = 7' (t) = f'(Oi+ g'(0)j

a) =7'()= f"®Oi+g"@®)j

También escribimos
__dr dx__+ dy _
VR we T ad T

_ dzr_'_dzx___l_dzy__
C=ae T a2 T ae)

El punto movil tiene rapidez v(?) y aceleracion escalar a(?), funciones escalares que
simplemente son las longitudes de los vectores velocidad y aceleracion correspondientes.
Asi,

v =B©l= (L) +(2) a(t)zlﬁ(t)|=\/(%)2+(%)2



Estos ultimos resultados no deben confundirnos y hacernos suponer que la aceleracion
escalar a y la derivada dv/dt de la rapidez son iguales. Aunque esto ocurre en ciertos
casos para el movimiento en linea recta, es falso por lo general para el movimiento

bidimensional.
Ejemplo 1:
yu
y=x 1 /7@
a(2)
4 P(2.4)
2 x'

Una particula en movimiento tiene el vector de
. ey, — T 27 x=t
posicion *(t) = ti+ t“j - C: {y _ ;2

Determine los vectores velocidad y aceleracion,
la rapidez y la aceleracion escalar cuando ¢ = 2.

Solucion Como 7(2) = 2i+ 4j, la particula
esta en el punto P (2,4) sobre la parabola y =

x° cuando ¢ = 2.

Su vector velocidad es T(t) = i+ 2tj.

De modo que T(2) = i+ 4j yv(2) =|v (2)| = V17. Entonces, la velocidad T(2) es un
vector, mientras que la rapidez es un escalar.

El vector aceleracion es @(t) = 2j. En particular cuando ¢ = 2, su vector de aceleracion
es 2j y su aceleracion escalar @ = 2. En la figura se muestra la trayectoria de la
particula con los vectores ¥(2) y a@(2) anclados al punto P(2,4) correspondiente a ¢t =

2.

8.3 Curvas y movimiento en el espacio

Gran parte del andlisis hecho sobre las funciones vectoriales en el plano se aplica, con
ligeros cambios, a las curvas y el movimiento en el espacio tridimensional. La diferencia
principal es que los vectores tienen ahora tres componentes en vez de dos.

A

3

Z|.

=

Pensemos en un punto P que se mueve a lo
largo de una curva C en el espacio. Podemos
describir su posicion en el instante ¢ mediante
las siguientes ecuaciones paramétricas:

x=f), y=2g(t), z=h()

que dan sus coordenadas en el instante z. De
otro modo, podemos determinar la posicion del
punto mediante su vector de posicion

() = f(®O)i+ gt)j+ h(Dk 6
F=xi+yj+zk

tal como se muestra en la figura.
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Podemos derivar una funcion vectorial tridimensional, como 7(t), componente a
componente, igual que una funcion vectorial bidimensional (véase el Teorema 1).

Asi, el vector velocidad ¥ = v (t) del punto en movimiento en el instante ¢ estd dado por
v(t) = 7 () = f(OI+g'(®)] +h' Ok

en notacion diferencial,

dr dx_ dy_ dz_

i+—j+--k

V= T ac T ae

Su vector aceleracion a = a (t) esta dado por

a) =v'@® = f"Oi+g")j +h" Ok
o bien,
dv _d’x_ d’y_ d’z_

at - ae el tgeEk

a=

La rapidez v(?) y la aceleracion escalar a(z) del punto en movimiento son las longitudes
de sus vectores velocidad y aceleracion, respectivamente:

2

v() = [p(®)| = (%) * (%)2 * (%)2

d2x\*  (dzy\® (d%z\?
o-mor- 2] 6

Ejemplo 2:

Las ecuaciones paramétricas de un punto en movimiento son
X(t) =acos ot, y(t) =asen wt, z=bt
donde a, b y @ son nimeros positivos.

Describa la trayectoria del punto en términos geométricos. Calcule su velocidad, rapidez y
aceleracion en el instante 7.

Solucion
2, .2_ 2 2 2.2 2
Como x"+)" =a" cos” wt+a sen” ot =a’,
la trayectoria del punto en movimiento estd en el cilindro que esta arriba y abajo del
’ 2 2 2 . . . . . .
circulo x” + »* = a” en el plano xy, extendido de manera infinita en ambas direcciones, tal
como se muestra en la figura.

Las ecuaciones paramétricas dadas para x e y nos dicen que la proyeccion del punto en el
plano xy se mueve en sentido contrario a las agujas del reloj en torno del circulo
x’ + 37 = &’ con velocidad angular o.

Por otro lado, como z=b t, el punto asciende con velocidad vertical b. Su trayectoria en el
cilindro es una espiral llamada hélice, como también se indica en la figura.
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La derivada del vector de posicion z
A

7(t) = (a cos wt)i + (a sen wt)j + (bt) k

del punto en movimiento es el vector velocidad // 3
_ _ _ Trayectoria \_/ _____

v(t) = (—aw sen wt)i+ (aw cos wt)j+ bk helicoidal == <

() \

Al derivar de nuevo, obtenemos su vector

aceleracion

a(t) = (—aw? cos wt)i + (—aw?sen wt)j =

= —aw?(cos wti + sen wtj) (2)

La rapidez del punto en movimiento es constante

ya que
v(t) = |v(t)| = Va?w? + b?

Observe que el vector aceleracion es un vector x
horizontal de longitud aw’. Ademas, si pensamos

que a(t) esta fijo en el punto en movimiento en el instante ¢ de evaluacion, de modo que
el punto inicial a(t) sea el punto terminal de 7(t), entonces a@(t) apunta directamente
hacia el punto (0, 0, bt) en el eje z.

Observacion La hélice del ejemplo es una trayectoria tipica de una particula cargada en un
campo magnético constante. Esta particula debe satisfacer la ley de Newton F=md y la
de la fuerza magnética F = (q¥) A B, donde ¢ es la magnitud de la carga de la particula,
qv la corriente eléctrica y B es el campo magnético.

Por lo tanto, sus vectores velocidad y aceleracion deben satisfacer la siguiente ecuacion
(qv) AB= ma (3)

Si el campo magnético constante es vertical, B = BK; entonces con el vector velocidad
hallado en (1) tenemos que

_ i j k i} )
(@qV) AB = |g(—aw sen wt) q(awcoswt) gb|= qawB(cos wti+ sen wtj)
0 0 B

Asimismo, el vector aceleracion hallado en (2) implica que
ma = —maw?(cos wti + sen wtj)

Cuando comparamos los dos tltimos resultados, vemos que la hélice del ejemplo satisface
la ecuacion (3) si:

qawB = —maw?; es decir w = —% (B = |B))

8.3.1 Propiedades de la derivacion

La derivacion de las funciones vectoriales tridimensionales satisface las mismas
propiedades formales enumeradas en el Teorema 2 para las funciones vectoriales
bidimensionales:

1. (u() +v@)y =u'(t)+v'(t),

2. (cu(®t)y=cu'(t),

3. (h@. u(t)) = h@’. u(t) + h@®.u'(t),
4. () . v@)y=u'(t). v@)+u(t).v'(t)
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En todo caso, u y ¥ son funciones vectoriales con funciones componentes derivables y A
es una funcidn real derivable. Ademads, es valida la esperada regla del producto para la
derivada de un producto vectorial:

5. @ Av@)y=u'(®)Av)+u®)AD'(L).

El orden de los factores en la ultima ecuacion debe ser preservado, ya que el producto
vectorial no es conmutativo.

Queda como ejercicio la verificacion de las propiedades recién enumeradas, que, en
realidad, se puede hacer de manera muy sencilla derivando componente a componente,
como se hizo en el caso de la demostracion del Teorema 2.

Ejemplo 3:
Siu(t) =3j+4tk y v(t) =5¢ti— 4k entonces u'(t) =4k y v'(t) =51

Por lo tanto (U(t) AD(t))’ =4kA(5ti—4K) +(3j+4tKk) A 5i=
=20t(kA D) —16 (k Ak)+15(GA D) + 20t (kAd) =
=20¢j+16.0 + 15.(-k) + 20t =

=40tj—15.k

sin tener que calcular el producto vectorial u(t) A v(t).



8.4 Actividades

1) Para las funciones vectoriales cuyas leyes se dan a continuacion, se pide:

e Escribir las ecuaciones paramétricas de la curva C asociada.

e Hallar la ecuacion cartesiana de C y, de ser posible, la ecuacion explicita,
indicando el Dominio.

e De ser posible reconocer C.

e (Qraficar la curva C, indicando su orientaciéon y la cantidad de veces que se
recorre al variar el parametro en el intervalo indicado en cada caso.

e Para Py/ O_PO =;‘(t0); hallar la ecuacion explicita de la recta tangente a C en Py a
partir de la ecuacion explicita de C.
e Hallar r'(tg). Graficar r'(ty) anclado” a Py € C.

e Hallar l_’"(to). Graficar ;'”(tO) “anclado” a Py € C.

e Verificar que l_f'(to) es tangente a C en Py. (Sugerencia: apoyarse en la recta

tangente a C en Py.)
e Dar las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a C en Py.

a) r()=(3+t;4+t) ; te[-4;0] ; tp=-2
b) r(®)=(t; t*) s te[-2;2] 5 tp=1
c) ;'(t)z(tz;t-l) ;. te [0;2] ; tp=0;51

d) r(f)=(2cost;2sent) ; te[0;4m] t0=o;§;n;3g
o) rn)=(cos@0); sen()) ; te[0dn] i ty=0;75 3T
) r)=(sen(2t) ; cos(2t)) ; te[0;2n] tozg

g r(H=(sen(2); cos20) 5 telosm] 5 9=

h) ;‘(t)=(3c0st+3;3sent+5) ; te[O;Zn] ;5 to=3—
i);‘(t)=(3c0st;4sent) ; te[O;Zn] ; to=

j)1_'(t)=(4sen(2t);2c0s(2t)) ; te[ﬂ;g] ; to=
K)r()=(t+2;e') ; te[-2;2] : tg=0
Dr(n)=(t;5) ; te[0;8] : tg=4
m)l_'(t)=(et;e2t) ; teR ;5 to=0

n) r()=(In(t);t*) ; teRY ; to=1

0) r(f)=(et;et) : teR ; ty=0
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2) Para cada una de las siguientes curvas dadas en ecuaciones cartesianas:

i) Hallar ecuaciones paramétricas sabiendo que las mismas se recorren una sola vez.
Escribir una funciéon vectorial que las represente. Graficarlas indicando sentido de

recorrido.

ii) Idem (i) recorriendo las mismas en el sentido opuesto.

a) X +y' =25 d) 9x* +4y* =1
b) y=In(x) 1<x<e e) y=x+1 -2<x<5
c) y=3x>+6x f) y=¢* 0<x<3
3)
a) Dados los puntos A( a; ; a ) y B( by ; by ) verificar que

r()=0A+ t.AB ;te[ﬂ;l] es una funcion vectorial que representa al segmento 4B
recorrido de A hacia B.

b) Dados P(3;5)y Q(6; 6), dar la ecuacion vectorial del segmento que une Py
Q,
by) recorrido de P hacia Q

b,) recorrido de Q hacia P

4) Para las funciones vectoriales cuyas leyes se indican, se pide:

e Escribir las ecuaciones paramétricas de la curva C asociada.
e Sies posible reconocer C e indicar si es curva “plana”.
e (Qraficar C; indicar la orientacion de la curva y cantidad de veces que se recorre.

e Hallar l_"(to). Graficar l_"(to) “anclado” a Py € Cy tal que OF, =;’(t0).
e Dar las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a C en P,.

a) 1()=(3-3t;2+2t;4t) ; t[0;1] : 1,=0

b) r(t)=(3t;5-5¢;4) ; tef0:1] . 1,=0
¢) rt)=(2:5t;4-3t) ;. tel0:1] . 1,=0
d) rt)=(2;3;t) . tel[0;5] . 1,=0
e) r()=(03+2¢;0) . tel0;1] . 1,=0
f) r@®)=2tk ; R ; £=0

g) r(@)=(cosd ;send ;4) ; 0<0<L2x ; 6,=0
h) r(@)=senfj + 2k ;  HeR ; 6,=0

i) 1(@)=(4 ; cosd ; senf) ; 96[0;27r] ; 6,=0
j) 1(@)=(cosb ; send ; Q) ; 96[0;272’] ; 6,=0
V4
5) Hallar una funcidon vectorial que representa la curva que es interseccion de las

superficies dadas:
a) (m) x+y+z=10 ; (m,) z=5

b) (7)) x+y =4 ;o () y+z=2
) (S) X+y*'=9 ; (x) z=5
d (§) y=x* Vz ; (1) z=3

e) (r) x=3 Vx;Vy ; (m) z=5
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6) Siendo l_’(t)=(l'1(t);l‘2(t)) y E(u)=(s1(u);s2(u)) , r y sse dicen “equivalentes”
si definen la misma curva. (O sea, definen distintas representaciones paramétricas de la
misma curva.)

Si r y § son equivalentes existe t = h(u) tal que g(u)=;' o h(u)

Se pide: Analizar si 'y § dadas son “equivalentes”; si lo son, hallar “h” tal que

s(u)=r , h(u):

a) r(t)=(1+t;2+t) conte [0;2] s(u)=(3-u;4-u) conue[O;Z]

b) r()=(t;t>) conte[0;1]  s@)=(Ju;u) conuel[0;1]

¢) r()=(t;t>) cont >0 sw)=(e";e*") conu>0

d) 1_'(t)=(t;2t+1) conte R §(u)=(c0su; 2cosu + 1) conueR

e) l_'(t)=(2+t;-t;2+2t) conte [0;1] §(u)=(3-u;u-1;5-2u) conue[O;l]
f)f'(t)=(t;t2;1) conte [0;1] s(u)=(Vu ;u;l) conue[O;l]

7) Determinar si las siguientes funciones vectoriales son equivalentes:

r()=(t;2t+1) : te R

r_z(s):(coss;2c0ss +1) 5 se R
r3(p)=(eP;2eP+1) ; pe R
ry(g)=(e9;2¢% +1) ; qe R

8) Representar mediante una o mas funciones vectoriales cada una de las siguientes
curvas dada por sus graficas si se sabe que las mismas se recorren solo una vez:

a) recorrida en sentido antihorario  b) c)

9{x2

y
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9) Si uy v , con u(t)=(ug(®);uz(@®)y v(®)=(vy(#);va(t)) , son dos funciones
vectoriales derivables, se pide demostrar:

a) (u@O+v() )'=u"O+V' (1)

b) (h(t)u(®))'=h'(t).u@+h(t).u'(t)  (hfuncionescalar)

c) ({/o h(t) )' =v'(h(t)).h'(t) (h funciénescalar)

10) Encontrar la velocidad, aceleracion y rapidez de una particula con una funcion de
posicion dada. Graficar la trayectoria de la particula y los vectores aceleracion y
velocidad en los valores de t dados:

a) r(t)=(t*—1;1t) =1
b)r(H)=e'i +e”j =0
c)r(t)=sentt 2cost] t:%

11) Una persona en un planeador vuela en espiral hacia arriba debido a una corriente de
aire de rapido ascenso en una trayectoria cuyo vector posicidn es

r(#) = (3cos () 3sen(t);t?) para 0 <t < 4r.
a) Realizar un bosquejo de la trayectoria.
b) Determinar
i) Los vectores velocidad y aceleracion.
if) La rapidez del planeador.

iii) El tiempo, si existe, en que la aceleracion del planeador es ortogonal a la
velocidad.

¢) Graficar sobre la trayectoria los vectores posicion, velocidad y aceleracidn iniciales,
como asi también el vector desplazamiento.

12) Si la funcion de posicion de una particula esta dada por ;’(t)=(t2 ;St;t2 -16t)
(Cuando es minima su rapidez?

13) Graficar con un software adecuado:

l_’(t) = (sen(3t)cos(t);sen(3t)sen(t),t) te[0:4n]
;)(s) = (cos(s);sen(s);sen(2s)) s e|0;2x]
q(a) = ((4+ sen(20a))cos(a);(4 + sen(200) )sen(a);cos(20a)) o €[0,27]

Variar los coeficientes para modificar las funciones y graficar las distintas curvas.
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14) Graficar con un software adecuado las siguientes hélices, modificar los dominios
para visualizar las distintas curvas:

1 (f) = (cos@);sen(t);t) t €[0;2x]
() = (cos(s);sen(s)0,3s) s € [0;2x]

r3(?) = (cosBq);sen(3q);q) q €[0;2)
ra(u) = (u3; sen(u);cos@)) u € [0;2n]

r_s(w) = (cos@2w);w;sen(2w)) w € [0;2x]

8.4.1 Problemas adicionales

15) La posicién de un electrén en un atomo a un tiempo ¢ (en pseg = 10™'* seg) puede
describirse, segun el modelo clasico, mediante una 6rbita eliptica.

Si conF(f)= (3 cos t ; 4 sen t) modelamos la posicion del electron en un intervalo
acotado de tiempo (durante pseg), se pide:
a) Dar posicion inicial (¢ = 0), la posicion final del electrén y el desplazamiento.

Luego, dar la ecuacion cartesiana de C, curva que describe la posicion de la particula
en cada instante “#”, explicando claramente los pasos para obtenerla.

b) Graficar C, r(0) y r(m) en un mismo sistema. Marcar en el mismo grafico el vector
desplazamiento.
¢) Dar v ; funcién que describe la velocidad del electron durante los 7 pseg en que se

mueve. Graficar v (0)y v (), anclado en sus posiciones respectivas.
d) Indicar Verdadero 6 Falso, justificar:

(7)) La rapidez del electron al tiempo inicial y final es la misma.
(#i) El electron se mueve con rapidez constante.
(i#ii) La aceleracion del electron durante su trayectoria nunca es el vector nulo.

16) Dada (¢) = (:ll;t)

a) Indicar donde estan contenidos los conjuntos dominio e imagen de r. Dar
condiciones sobre r para poder pasar de la ecuacion vectorial a la ecuacion explicita de
la curva descripta por r.

b) Si r representa, para cada instante ¢, la posicion de una particula que se mueve en el

plano, determinar el dominio de I sabiendo que la posicion inicial de la particula esta
dada por OP= (1; 2) y la posicion final por OQ= (1/4; 5). Graficar oP, OQ vy el
vector desplazamiento.

¢) Dar la ecuacion cartesiana de C, trayectoria de la particula. Graficarla en el mismo
sistema que el item anterior indicando el sentido de recorrido.

d) Dar v , velocidad de la particula durante las ¢ horas que se mueve. Graficar

V (tiniciad Y ‘_’(tﬁnal)a anclado a las posiciones correspondientes.



9— La Integral

9.1 Introduccion

El Calculo Diferencial y el Célculo Integral son las dos areas basicas de una rama de la
matematica que se conoce como Analisis Matematico 6 simplemente Calculo.

Tanto el Calculo Diferencial como el Integral se ocupan de los procesos de cambio.

2 El Calculo Diferencial del estudio, calculo y aplicaciones de las razones de cambio.
En particular, de determinar el cambio instantaneo de una magnitud.

< El Célculo Integral, se ocupa de determinar qué cosa cambioy cuanto lo hizo.
O sea, de determinar:

"el resultado o efecto total de un proceso de cambio"

Por ejemplo el Calculo Integral da respuestas a cuestiones tales como:
- sl un objeto se mueve a una velocidad variable, ;cudl es el desplazamiento total del

- de la Fisica elemental sabemos calcular el trabajo (W) realizado por una fuerza para
mover un cuerpo sobre una recta, cuando la fuerza tiene la direccion del movimiento e

Si observamos las cuestiones que resuelve la integral, detectamos un rasgo comun a todas
ellas: que si la funcidn del caso (velocidad, densidad, tasa de variacion, intensidad de una fuerza,
altura de una figura, etc) es “constante”, f(x) = k y definida en I = [a ; b], entonces la solucion
del problema viene dada por el producto: “k” x “amplitud de I ”. O sea, abordamos aqui
un tipo de problema que sabemos resolver si la “funcion dato” es “‘constante” pero cuya
resolucion desconocemos si tal funcion es “variable”.

Observamos también que la problematica que da origen al Célculo Integral, “determinacion del
resultado total de un proceso de cambio” tiene que ver con situaciones concretas, muchas de
las cuales enfrentamos y resolvemos cotidianamente, aun sin tener conciencia de ello. Se ha
observado que individuos sin conocimientos de Célculo enfrentados a problemas de naturaleza
“integral”, los resuelven procediendo de la misma forma en que se hacia esto historicamente,
antes de que se desarrollara y formalizara del Calculo Integral.
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Asi, con el objetivo de promover un aprendizaje que permita tanto la cabal comprension de los
conceptos como el acertado y efectivo uso de “la integral”, en lo que sigue se proponen las ideas
basicas del Calculo Integral a partir de lo intuitivo y relacionandolas con aplicaciones conocidas.
Lograda la familiarizacion con tales ideas, se procede finalmente a la “formalizacion” de las
mismas.

9.2 Calculo del “resultado o efecto total del cambio”

Ejemplo:
*Proceso: entrada/salida de liquido (agua, solucion salina, etc.) en un tanque.

*Resolucion: como todo problema, esta depende del dato de que se dispone:

O) Dato: V = V(t); volumen total de liquido en el tanque, al instante t.
Aqui, el calculo de AV remite a una simple resta: AV = V(t) = V(ti).

@) Dato: v=1V"(t); o seca, velocidad a la que se desarrolla el proceso.
Este caso remite al problema tipo que resuelve el calculo integral; o sea,
Al caso en que la obtencion de AV depende de como sea “v™:

*si v=cte, AV se calcula a través del simple producto “v x At”; pero,
*si v#cte, no sabemos (hasta ahora) como proceder para obtener AV.

® Cuando el investigador se encuentra ante un problema cuya resolucion desconoce lo primero que

(A) CASO SIMPLE (v =cte).

Calculo de la “variacion de volumen” para “velocidad constante”.

Problema 1: El grafico adjunto corresponde al registro de la velocidad (v) con que entra
agua a un tanque durante 4 hs. y a partir de las 2 hs. de iniciado el proceso. Se desea
conocer la “variacion de volumen” en el tanque en este lapso de tiempo.

*Funcion del proceso: V= W(t)

| V= vol. de agua en el tanque, al instante t
v(is/h)
30 e ——— *Incdgnita: AV =ygriacidn de yol. entre las 2y las 6.

*Datos: v =30 (Is/h) > velocidad del proceso = cte (*)

tay| AEU-ti=4 (4= tfinal, t; = tinicial)
TS 0 i 5 ¢ 1 3| “Resolucion:por(*) v="Y = AV=y.at |
t; tr v=30;At=4 = AV=30.4=120

Rta: entre las 2 y las 6 el volumen de agua en el
tanque “aumenta” 120 ls.

» Conclusién: v=cte = AV =v x At (variacion de vol. = “velocidad” x ‘‘tiempo”)

» Observacion: AV[Z 6] = V(6) - V(Z) = V(6) = AV[Z ;6] + V(Z) =120 + V(Z)
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(B) CASO CUASI SIMPLE (se resuelve en forma simple, aunque no sea el caso simple).

Calculo de la “variacion de volumen” para “velocidad constante a tramos”.

Problema 2 : El grafico adjunto corresponde al registro de la velocidad (v) con que

“variacion de volumen” de agua en el tanque, en ese intervalo de tiempo.

*Funcion del proceso: V= V(t)

*Datos: v=v(t) > velocidad del proceso
V =vgar > velocidad # cte
I=[0;8] > #,=0; ¢t,=8

At=t;—ti = 8

Observamos v concluimos:

—> Vgar constante “a tramos”.

— 4 subintervalos Li=[ti; ti], i=1,23,4; talque Lcl yv@®=v, Vtel;

Conclusion 1: en cada I; estamos en el “caso simple” (v =cte); luego, y segin la
formula hallada en (A); encadal;: AV; = v; x At;.

Por ejemplo:
e I,=[0,2], vi=40 = AV, =v;xAt; = AV;=40 x 2 = 80

La variacion de volumen (en este caso, aumento) en las 2 primeras horas es de 80 Its.
e I;=[5,6], vs=-10 = AV; =v;xAt; = AV;=-10x1=-10

La variacion de volumen (en este caso, disminucion) entre la Sta'y 6ta hora de
iniciado el proceso, es de 30 Its.

Conclusion 2: AV; indica la “variacion de volumen” en un subintervalo (=2 I;).
Luego, al AV; lo llamamos “variacion parcial”.

Finalmente vemos que para obtener la “variacion total”; o sea, la correspondiente a las

8 hs. que dura el proceso, basta “sumar” las “variaciones parciales” .

CONCLUSION FINAL para el problema 2:

v = cte a tramos = la variacion total enl es la suma de las variaciones parciales

AV (0.3 = suma de las “variaciones parciales”

4
AV[();S] = Z v; X At,’
i=1
AV[();S] = 1 X At1+ V2XAt2 + V3XAt3 +V4XAt4.
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Resolucion del Problema 2: calculo de la “variacion total” de volumen en 8 hs.

Luego, AV|o; 8 =190 ; o sea, la variacion_de volumen_ (o volumen ‘“‘acumulado”) en el
tanque en 8 hs. es de 190 Is.

CONCLUSION FINAL para el CASO B :

Lo observado en el ejemplo puede generalizarse a cualquier proceso de cambio con

1°) hacer el producto “v x tiempo” en cada I; donde v = cte (variacion parcial)
2°) sumar las “variaciones parciales”. (VARIACION TOTAL)

O sea, si subdividimos el intervalo genérico I =[t,; t,] en los n subintervalos
Ii=[t;1;ti] dondela velocidad permanece constante e igual a v; ; tenemos que:
n

AV[t ]=V1X At;+ vy X Aty +v3 x Aty +......ee +anAtn=ZviXAti
i=1

e

Observacién 1: AV[a;b]=V(b)-V(a) = V(b)= AV][a;b] + V(a).

Ejemplo: si en el problema2 se agrega el dato V(0) =15, se puede hallar V(8).
V(@B) = AV[p;5y+V(0) = V(B)=190+15 =205 = V(8)=205 (Is.)

Observacion 2: si v es cfe a tramos entonces se puede reconstruir la funcion V tal que
V’'=v puesen cada I; donde ves cte, V= V;(t) con V;(t) funcion lineal.

Ejercicio. para el problema 2, hallar y graficar V tal que V' '=.

v (Is /h) Vs

200

t (hs) 15
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(C) CASO DESCONOCIDO

Calculo de la “variacion de volumen” para “velocidad variable con continuidad”

En la generalidad de los procesos fisicos los g V(is/hs) fig. 1
cambios no son tan bruscos, a ‘“saltos” como en el 88 N\
ejemplo anterior, sino que se desarrollan en forma 2 /

continua. Asi, lo natural es que si una funcioén

v =f(t) representa una razon de cambio o velocidad,

68

58 f
entonces f sea continua. El grafico continuo
adjunto es mas representativo de la velocidad ?{\
con que varia el volumen de agua dentro del 20

tanque, que uno escalonado, como en el ejemplo

anterior. t(hs)

a.s 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
-18

En este caso: ;como obtenemos AV, volumen acumulado en 4 hs.?

Y este es, en esencia, el problema que resuelve el calculo integral:
"cdlculo dela variacion total debida a un proceso de cambio
cuando la velocidad del mismo varia con continuidad "

El primer paso para resolver este problema es “simplificarlo”:

(**) Construccion de la f . ; cancho y alto del “escalon(i)” de la “escalera” ?:
a) “ancho(i)” - resulta de dividir I (intervalo dato) en n subintervalos (=2 I;).

b) “altura(i)” > resulta de elegir un ¢; €l; , calcular f(c;) y tomar este
valor como altura del escalon(i) > alturag) = f (c; ).

Observaciones :

e La division de I = [asb] en subintervalos se hace en “forma arbitraria” ; es
decir, “n” puede ser cualquier “mro natural”. De hecho, esta division se logra
dando “n+1” puntos arbitrarios de I con la sola condicién de que se tomen en forma

9t053< tt <t <...... <tp1 < tz=b
2> Li=[ti.i;ti]] = anchog =longitud ;= At; =t; -t;_|

e Los ¢; también se eligen en “forma arbitraria” (unoy solo uno por cadali).

Calculo de una aproximacion de AV para f de la fig.1

1°) Construimos una fp (fig. 2)
a) ancho escalon - dividimos I =[0; 4] en n subintervalos I; =[ t;_; ; t;]
*EJ: n=5 2> {te=0; t=05; 6,=2; t=3; t,=3.5; ts=4}
2> Li=[tigst]; Ati=t-t,, i=1,2,3,4,5.
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b) alto del escalon > elegimosun ¢; en I, i-y, .. 53

- calculamos f(c;)=v; . Hacemos v(@®) =v;; Vtel;,

V lIs/hs.) ! lifig 2
sa Jese/ 5 7
e esc, }f : V4 \

co wl L |\
58 / L4 1\‘
N Ve )

RN y 4R H

| L ——
c, 8.5 ic, \11:;/ 2 2.5c;ﬂc; 35 c; 4

to t] tz t3 t4 tS

Ej:ci e 1=(0;0.5) ; vi=f(c;)=40 > fo. )=40; YVtel, y At;=0.5
c; € Lb=(0.52); m=f(c2)=20 > four ©)=20;, Vtel, y At,=1.5

cz el3=(2;3) ; vs=f(c3)=060 9f;sa(t)=60,' Vtel;s y At;= 1
cs €lb=3;3.5); va=f(c))=80 > for. 1)=80; Vtely, y At;= 0.5
cs €l5=(3.54); vs=f(c5)=50 > fo. )=50; Vtels y Ats=0.5

5
2°) Calculamos: AV (foio) = D vix At; = AV(fe) =175 (verificar)
i=1

3°) Concluimos: AVpyy = AV(fee) = AV = 175 (Its.).

& Para n =7 obtenemos otra fos (fig 3) cuyos escalones son “menos anchos” ,
“mas finos” que en la (fig 2). Vemos que esta f,,. se “ajuste mejor” al graf f.

A T

v _/_\\. fi .3
:: .ﬁzsc/7 ¥ /_,r Ve \ 5
i LA \
" / Y
N / \
AN . /. )
2
.. v/ l
N t
a]s 4 1.5 2 2.5 3 2415 -

Calculando AV (fes) para la f,,. de la fig. 3:

7
obtenemos: AV (fese 17) = Z viX Ati = AV(feer7) =157,5 (verificar)
i=1
Concluimos: AV[p4 = AV(fasc 17) = | AV = 157,5 (its)

# El hecho que la f,. correspondiente a n =7 se “ajuste mejor” al graf f que la
construida con n =15 induce a suponer que la aproximacion obtenida con n =7 tiene
que ser “mejor” que la correspondiente a m =S5 ; en otras palabras, que 157,5 debe estar
mas proximo al verdadero valor de AV o4, que 175.
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X> Asi, el problema de hallar la “variacion total” cuando la velocidad es “continua”
queda ligado al de las funciones escaleras a través del siguiente interrogante:

¢ podran construirse funciones escaleras que permitan aproximar cada
vez mejor y tanto como se quiera la “variacion total ” resultado de
un proceso que se desarrolla a velocidad v=f(t) con f continua?

Antes de investigar esta cuestion, reforzamos algunos conceptos e ideas:

Definicion 1: llamamos funcion escalera a cualquier funcion constante a tramos.

Reflexion:

Existen infinitas formas de construir funciones escalera (basta cambiar ancho y alto del
“escalon ). En definitiva, existen infinitas formas de aproximar el resultado buscado. Asi,
el problema que se presenta ahora es determinar el “cardcter” de estas aproximaciones, si
realmente mejoran al afinar el ancho de los escalones; vy, si lo hacen, ir por mas, tratar de
establecer que “comportamiento” tienen los sucesivos valores que se van obteniendo.
Particularmente, determinar si tienen un ‘“comportamiento definido”, se acercan tanto
como se quiera a un “Unico numero”. (en otras palabras, determinar que pasa con el limite
de estas aproximaciones cuando el “ancho de los escalones” tiende a cero).

Definicion 2: region escalonada

Dada una funcién escalera, llamamos region escalonada a la regiéon R que resulta de unir
los rectangulos determinados por la graf. f y el ejex.

Ejemplo: (fus. fig. 4 _ fose fig. 2)

. v fig. 4
Sea f definida por la grafica de la fig 4. y j8e - ;
5 g - . . . :
Luego: R = Ul‘i = I‘1U I‘2U 1'3U I‘4U Is 6@ - . . ......:.3_- ’
izl @A - - - E : ; 3
Vi E i Iy E
Curiosidad: (area deR ?? ? R T
s L rs
area R =Z arear; =175 (verificar) JE '
i=1 SN SR T -
(Casualidad?: AV (f.s. fig.2) =175 171“’3'_5 toA-s 2 o2es 3 8s A

9.3 El problema y su contexto
9.3.1 Relacion entre el calculo de la “variacion total” y el calculo de “areas”

En el parrafo 2 para aproximar AV usamos una f. (fig.2), luego vimos que tal funcion
define una region escalonada (R-fig.4). Calculada el area de R observamos que aun
cuando ambos problemas son de naturaleza muy distinta (uno fisico, el otro geométrico),
se resuelven a través del mismo “proceso de calculo”.
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, A

Area de r: Variacion de volumen:

En cada I; donde f es cte. En cada I donde f es cte:
h(alt) = f(c;) (=20) 4 v (vel.en ) =f(c;) (=20)
b (base) = At; (=1.5) i.l= 20=v (tpo de proceso) = At; (=1.5)

C; tr

arear; = h X At; =30 AV[[i]= v X At; = 30
area ri=f(c,-)x At; AV[Ii] =f(C,')XAt,'

drear; = flci)) X Ati = AViyi

arear; = fci)x Aty = W[ (>trabajoenl;)

Conclusion: superficie del rectdngulo (h = cte), variacion de volumen para v = cte. y
trabajo para f =cte., se calculan de la misma forma.

Nota: por uso y costumbre es habitual referirse a estos resultados con expresiones
como:

< la variacion de volumen en [a; b] es “igual” al drea bajo la graf f > ; 6,
< el trabajo realizado por f en [a; b] es “igual” al drea bajo la graf [ »

Cabe observar que en estas oraciones el término “igual” estd usado en “sentido amplio”; que
esto, de no tenerse en cuenta, puede generar equivocos, puede llevar a “confundir” el
“concepto” (por ejemplo: trabajo) con su “forma de calculo”. Hacemos algunas
reflexiones al respecto.

» Entonces: ;por qué el uso de estas expresiones?. Porque cuando una comunidad de trabajo
hace suyo un concepto, lo asimila’, todos en ella entienden de que se habla aun cuando no
se lo haga con precision. Asi, se aceptan ciertos deslizamientos del lenguaje ya que los
mismos alivianan la comunicacién sin grandes riesgos en cuanto a que se desvirtue su
esencia.

! Asimilar: comprender lo que se aprende, incorporarlo en forma efectiva y significativa a los conocimientos previos.
Asi, y por ejemplo, haber asimilado el concepto de “trabajo” permite interpretar correctamente la expresion “el
trabajo realizado por f es igual al area bajo la graf. f ” ; entender que lo que la misma dice es que aun cuando
“trabajo” y “area de una figura” no son la misma “cosa”, tienen algo, una parte de si, donde se reconocen iguales.
En este caso, este algo donde se reconocen iguales es el proceso matematico por el cual se calcula su medida.
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9.3.2 Resolucion de Problemas y “pasaje de contexto”

Dada la funcion f (positiva) de la fig.1, la
graf [ determina con el eje x una region oo

(™).

El contorno superior de esta region es

“curvo”; y esto plantea un problema para 797
el calculo del area T. (problema que,
como dijimos en la introduccidn, es del

“tipo” de los que resuelve la integral). 504
404
Lo antes visto indica que el proceso a seguir || |

es el mismo que el requerido para hallar 29
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volumen en un tanque donde entra o sale 1°

agua a una velocidad v =f{t).

:

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Ejemplos: aproximamos f por distintas funciones escaleras y concluimos:

a) Dada R, region escalonada de la fig.5 % /‘~| fig.5 |
correspon;iiente a la feses 5; tenemos: o 7 E
/ -
R=Ur =nUnUrsUrsUrs 68 ese/s —
i=1
5 S -
a(R)= Y a(rj) =) h; xAt; =175 f4
i=1 i=1 =
aR)~ a(T) = a(T)~175 . L : '
X]
a.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
—_—
fig. 6
b) Dada R, region escalonada de la fig.6 Y 50 Seser 7 A@-
correspondiente a la fs. 7; tenemos: 8 / \
7 63 &“1
R = ig]ri =rnyrnyh... Urs o f
7 7 /\ / =
a(R)= X a(rj)= D h; xAt; =157,5
i=1 — = T
a(R) ~ a(T) :> a(T) ~ 157,5 . ’—=$!.-mu!m.-s£r' x
8.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
-8

Observacién 1: de los graficos podemos “ver” que la region escalonada R formada por la
funcion escalera mas “fina” (f.s.,7) brinda una mejor aproximacion del area T que la de
la regiéon R de escalones mas “anchos” (la determinada por fesc/s).

Estos ejemplos muestran como trabajar en el contexto geométrico permite visualizar mejor
el cardcter de las distintas aproximaciones. En particular, ver que es factible construir
funciones escaleras cuyo comportamiento sea el conveniente al objetivo propuesto; o sea,
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problemas que aun cuando de distinta naturaleza al del “calculo del area” basan su
resolucién en el mismo proceso matematico que este ultimo. Entre ellos y como vimos: el
calculo de la “variacion total” debida a un proceso cuya velocidad describe la curva, del
“trabajo” requerido para mover un cuerpo por una fuerza cuya intensidad describe la curva,

etc. En particular este hecho habilita una muy poderosa herramienta de la Matematica: “el

(donde, y segun mostramos, la “visualizacion” del problema facilita su resolucion).

Cabe aclarar que para un proceso de cambio relativo a un fendémeno fisico la interpretacion
del resultado depende de la f del caso; no es la misma si f indica una velocidad de
disolucion que si indica la velocidad de un movil.

Por ejemplo:

= Si v=x" es la velocidad (constante) de un movil en una trayectoria rectilinea, entonces
arcar = altura X base <> velocidad X At= Ax (= desplazamiento del movil en ese At)

- Si v=m’ es la velocidad (constante) de disolucion de un soluto (m) en un solvente;
entonces area r = altura X base <> velocidad X At=Am (= masa disuelta en ese At).

Observacién 3: concluimos asi que resuelto el problema del 4rea para una region de
contorno curvo, automaticamente tenemos resuelto cualquier otro problema relativo a razones
de cambio variables. Luego, y en razén de esto, nos abocamos al problema del "edlculo
del drea de regiones planas con contornos curvos' ; hacemos esto teniendo en cuenta
lo que podriamos llamar la idea fuerza del Céalculo Integral:

“el drea de la region debajo de una curva C grdfica de una funcion, se puede
aproximar por rectangulos cada vez mads delgados y esta aproximacion se puede
hacer tan exacta como se quiera”.

< El importante avance tecnologico habido en las ultimas décadas permite hoy dia calcular

rapida y efectivamente aproximaciones del verdadero valor del area de la region bajo la curva;
“mejorar” estas aproximaciones con solo tomar “n”

cada vez mas grandes.

Asi, y por ej., acudiendo a un utilitario podemos S/

proponer una funcién escalera con 1000 “escalones”

(tomando n =1000), la que, como “vemos” permite

obtener una muy buena aproximacion del area T.

(al graficar la funcion escalera con el utilitario,

podemos “ver” que la misma practicamente se

confunde con la graficade f ).

areaT = a(R) ;=100 f;:sc/looo

areaT = v x At; =162,133

9.4 Area de Regiones Planas

Comenzamos a trabajar a partir de la region de contornos curvos mas sencilla que
encontramos; o sea, a partir de una region particular a la que damos el nombre de
“trapezoide”. Luego, y a partir de los resultados hallados en el caso particular, resolvemos
el caso general.
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TRAPEZOIDE:

Dada f:[a;b] 2 R ; f definida positiva ,
llamamos trapezoide T a la figura plana limitada por,
la graficade f, el ejex y las rectas x=a, x=0.

T={(xy)/a<x<b; 0<y<fix)}

€9)

Histéricamente, es Arquimedes quien desarrolla un método para el calculo del area de
regiones con contornos curvos, el conocido como “mértodo de exhauscion”. El mismo
consiste, en esencia, en sustituir la curva original por funciones escaleras “especiales”.

En la explicacion de este método usaremos las siguientes notaciones:

n = ntmero de subdivisiones del intervalo I = [a ; b]
Xj > punto de subdivision del intervalo I.
p = particion de I = {xo=a; X1; X2; X35 ... Xisoor; Xn=b}
I; —> subintervalo [xq.; x; |
Ax;=x;-x.; — amplitud del subintervalo I;
C - punto del subintervalo I; r; ‘
f(c) = h;: altura del rectangulo r;
, [ (c)=h;
f(c).Ax; - 4reade rj
m; = minimo de f en I . 04 %
A "
M; = mdximo de f en I; Axi Ve
r = - region escalonada . rs
4
a(r) = —> 4rea de r g
Xp=a b=Xx,

Area de un trapezoide definido por una f positiva y continua en I.

Dado T, definido por f en I = [a; b], hallar el &rea de T por el método de exhauscion

requiere: (ver ejemplo en el APENDICE)

ler paso) Dar una equiparticion (particion de I en n subintervalos de igual amplitud)

Ax; = b-a : Vi
n

2do paso) Construir dos funciones escaleras “especiales” :

a) fosciny = toda por debajo del graff (h;=m ; =min. f en 1; )

b) fescsup. = toda por arriba del graff (h;=M ;= Max. f enl;).

3er paso) Obtener las dos regiones escalonadas definidas por foe it Y foscsup.

n
a) rp = Ur ; = region escalonada inferior. > rpmc T

i=1
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n
b) Rp= U R > region escalonada superior. > TRy
i=1
4to paso) Repetir los pasos anteriores para distintos valoresde n y con n —+x;
generar dos sucesiones de regiones escalonadas, r ,; y R q; tales que:
rn]l€ T CRlu; YneN

luego, si T fuera medible, por propiedades geométricas:

arear;,; < a(T) < dreaR;,;; VneN

n I’ [n] 9a,,=drea I'n] < L(D < A,,=a'rea R[n] & R[n]

2 r[2]=r1Ur2 - a,= drea 2] . A2=dreaR[2] & R[2]=RIUR2
3 . 3

3 | 3= Ur, 2 asz=drear;s; : Az=drea R;3; € Ri31= R,
i=l i=1

5to paso) Analizar el comportamiento de la sucesion de valores formadas,

a, . (sucesion creciente, acotada superiormente).

’

Ay, Ay, Ay, As, Ag; A7

a; a4 ; as; @ ; d7 , dn

Ay,

(sucesion decreciente, acotada inferiormente).

.......

Calcular el limite para n = c© de ambas sucesiones (los cuales existen segiin un resultado
basico del Calculo): a, 2 L; para n=> o ; A, 2> L, para n > .

6to paso) CONCLUIR

Notas:

[X> Muy pocas veces el método de exhauscion puede aplicarse hasta el ltimo paso y hallar el
valor exacto del area. En el ejemplo del apéndice (T trapezoide determinado por £ (x) = x> en [0;1] )
el método puede ser aplicado con éxito debido a las caracteristicas de f'.

Lo que en este caso posibilita la ejecucion del método hastael final es que:

e f(x) =x" es estrictamente creciente en I =[ 0;1]. Esto facilita el calculo del area de las regiones
escalonadas (inf. y sup.) pues mdximo y minimo absoluto de f en I; se producen,
respectivamente, en el extremo superior e inferior de I; =[x;;; x;]. Particularmente, esto
permite “generalizar” el célculo de dichas areas:

3
a, =drear = (%j (174 27+ 3%+ + (n-1)%);

3
A, = dreaR , = (lj (124 22+ 3%+ (n-1)2 + n?).
n
e por otro lado, como se conoce una formula para “la suma de los cuadrados de los k primeros
numeros naturales”:
Ck-(k+1)-(2k+1)
=T
esto permite reducir la expresion generalizada de las areas a una formula a la que se puede
calcular el limite, obtener asi, y finalmente, el valor del area buscada.

P+22+3+. 4k
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B> Los factores que posibilitan la aplicacion del método de exhauscion en el ejemplo son muy
especificos y propios de la funcion del ejemplo; luego, es facil ver que el método de exhauscioén no
resulta aplicable en general.

Meétodo alternativo para el calculo del area de un trapezoide definido por una
funcion continua (v positiva)

La region T cuya area se quiere calcular se aproxima por una region escalonada Q en la que

del subintervalo I;; osea, tal que A; = f(¢;) con ¢; e ;.

A

Luego, Q= CJ Q, >éareaQ = areaT.
i=1

M,"
Por otro lado f continuaen I; implica: fle)

mi < f(c) < M; ; Vi m;,
m; Ax; < f(c) Axi < MjAx; ;5 Vi
a(r) £ a(Q) < aRy) ; Vi

n n n B :-

Y oam)< Y a(@Q)< D) a(Ry) a Xi.1 Ci X b x
i=1 i=1 i=1

drearm < drea Q) < dreaRp) ; VneN.

y tenemos entonces que la sucesion originada por drea Q. queda “encajada’ entre las
originadas por drea ry,) y drea Rp,. Concluimos asi que el comportamiento de aQyy
para n—> o depende del comportamiento de drea rj,) y drea R, para n—> oo ; sucesiones
que, segin vimos, tienen limite para n=> oo .

limar [n] =1L
n—>0

lim a R [,]= L,

n—>0

Por otro lado:

Concluimos asi que: Li=L,=L = IlimaQ[,=a(T)
n—>0

El método puede generalizarse méas alin ya que en este caso no es necesario tomar
“equiparticiones”. En tal caso debemos cuidar el planteo del limite.
_b-a

e En el casodeuna “equiparticion”, Ax; = , Yy se tiene que:
n

*n—>oo = Ax;—>0 Vi

e Para una particion “cualquiera”:  * m = © no implica Ax;-> 0; Vi.
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EQUIPARTICION PARTICION ‘CUALQUIERA’
a b a b
n=2 | [ : ] Ax=(b-2)2 E | ]
n=4 | ——+——+—] ax=0-a4 E —+—+
n=8 | H—++++++ Ax=-a)y4 E HHHH
| | e
AX, —»
© 0 i cte.

Luego, para particiones cualesquiera, hacerlas cada vez mas ’finas’ requiere pedir que

los Ax;=> 0, Vi ; equivalentemente, que para n > o el max Ax; 2 0
i=1,2,...n

Estamos asi en condiciones de definir “area de un trapezoide”

DEFINICION:

Si existe L, resultado del proceso de aproximacioén por regiones escalonadas, decimos que
T es medible y L su medida.
A L lo llamamos drea del trapezoide ¢ indicamos a (T ).

Osea,| a(T)=

RESUMEN: drea de un trapezoide T para f definida positiva en 1=[a;b]

Proceso de busqueda y/o_aproximacion del a (T):

1) Damos una particion de “n+1 puntos cualesquiera” del intervalo I.
Determinamos n subintervalos I, de amplitud Ax;=x; — X;4

Seleccionamos un c¢; en cada subintervalo I

Construimos ;con Q; rectangulos de altura f{c;) y base Ax ;.

2) Calculamos las aproximaciones parciales (dreas parciales):

3) Calculamos la aproximacion total (suma de las dareas parciales):

a0 =

4) Estudiamos el comportamiento de las aproximaciones obtenidas ( ).
Si existe un numero L al que las sumas se acercan tanto como se quiera

cuando el max Ax ;>0 y para todas las elecciones posibles de los ¢;,
decimos que,

4 = L (L puede existir o no existir )

P drea(T)=L
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9.5 Problemas relativos a razones de cambio “variables”

Resuelto el problema del calculo de areas de figuras con contornos curvos, queda resuelto el
problema del calculo de la “variacion total” de algo que “cambia” a velocidad “variable”.
Quedan resueltos también otros importantes problemas como por ejemplo: trabajo realizado
por una fuerza “variable”. Una aclaracion: en este capitulo y en el préximo, cuando hablemos
de fuerza o velocidad, nos referiremos a la intensidad de las mismas, o sea, las trabajaremos

como magnitudes escalares. Resumiendo:

EXPERIENCIA PREVIA

CONFLICTO

I

1- AREA RECTANGULO

- AREA TRAPEZOIDE

[ :[a:b]>R [ flx)= k (positivo)

J}'
i i i a(T)= k.b-a) :
a c b =

S :[a:b] > R/ f(x)= k; f(x)=0 ¥x
(f — altura variable del trapezoide T)

lim > f(c) * Axs
max Axi—0 i=1

2- M, masa de una varilla 6= cte

[ 8 = densidad lineal]

varilla

...................................................................

(masa = densidad x longitud)

varilla ]

n
lim X 8(cp) x Ax;
max Axi—0i=1

VEy({) con v(t)=k =

Ax = k.(b - a)

(desplazamiento = velocidad x tiempo)

3. DESPLAZAMIENTO [Ax]: v=cte |2 v # cte (v =velocidad)
(movimiento rectilineo)
P P_ . _ P P P vi=f(ci) P P
Vi _k "
S S S S S
a 4 Xb X Xa 7 ‘b X
» { 4 A\
. . - _ - . . _
a ci b t a ¢ b t

v=vt) con v(t)#Fk =

lim 2 f(c) xAt;

max At; >0i=1

AX
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4. Trabajo W efectuado por una fuerza F / F: [a; b] 2R

EXPERIENCIA PREVIA

CONFLICTO

F = K (fuerza constante)

F # K

# Hallar el trabajo “W?™ requerido para
levantar una bolsa de arena de 400 kg,
una altura de 10 m.

Xk
A

10+
Xjm==== -E_-l F(x)=400 (fuerzaa x mt= )
(x=altura al piso)

ol [

"P=400 (peso)

F:[0;10] 2 R
x 2 F(x)= 400 (fuerza cte)

» W=*p; 101 = 400 x 10 = 4000

 Wreq) = F x d (d= desplazamiento)

# Idem, si labolsa “pierde arena” a
razon de 4 kg/m.

| p= pérdida a X mts |

a p= P(x) (lineal)
101 G
¢ FEEE -[_-l F(x)=400 - p(x);
| 1 [ ipo= p(0) =0
p(x)= 4x
11):40“ AR R E RN EEN AR
F: [0;101°> R

X = Fx)=400 - 4x (ff variable)

> W[n 101 ¢ = ¢,c, ??

im z@‘(ﬁ)xax

W[n 10] =

max A0 i=1

Wio;10 »

P “partimos” el [0;10] en subintervalos I; =

P tomamos c; € 1I;; i =

P sumamos las “aproxs parciales”

W*

1 1

[Xi—l; Xi ], i=19 2,..., 1

1,2,..., 1

» hacemos F(x)=F(c;)=k;, Vxel;; obtenemos “aproxs parciales”
del trabajo requeridoenel I; > W* ;| = F(c;i)xAx; = K; x Ax;

obtenemos la “aprox. total”

L] = F(ci) x Ax;

Ejemplos: n=1 2> I=[0; 10] ; cel, Flc)=k = W~ W*;=kx 10

Ge=3.5; A3.5)-386 =k —o% 410

G c=0; F0)= 400 = Fypax
Y =10 > F10)=360= F n

K yiax=400; d=10

=360; d=10

mm

Observacion: 3600 < Wg.10;< 4000

seguridad se halla el “verdadero valor” de Wy, .

W 0;10,
> W¥p:10)
> W¥#0,101=3600 < Wyg,19 (Fno cte)

=3860 ~ Wjp;10) (F no cte)
=4000 > Wg,19; (F no cte)

Y esto no es poco cuando no se conoce (0 es

muy complicada) la expresion matematica que permite calcular dicho valor.
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depende del caracter de la funcidon que se somete a dicho proceso. Asi:

JResolvemos el problema del trabajo realizado por una fuerza no constante?

CONTEXTO GEOMETRICO: CG

. Si con T indicamos la regién comprendida entre el
...trabajo para levantar una bolsa de ) . o
arena de 400 kg una altura de 10 m; gréfico de &' yel eje x, segiin vimos el proceso
si pierde arena a razén de 4 kg/m. para calcular @(T) es.el _mismo que para calcular

Seglin lo visto: el trabajo para levantar la bolsa (W [0;107)

n n
Wio;101= lim 2 T( Ci ) X A’Q o [im 2 T( Ci ) X A’Q = | area(T)
I: —

maxAxi—0 i=1 maxAxi—0 =1
¥ Existe H
ara [resolver : camino
\ cambiamos |de contexto . alternativo
de calculo
10 . A yu
) O — I::l F(x)=400-4x 400 ~ _F(x)=400 -4x
360 $iZenal
200{ T
B 0 10 %

.........

Wio.i0= 38@@ a(T) = a(Tl) L a(Ty = 38063

\ ....................... E

t volvemos

ANALISIS DEL RESULTADO

B En el caso considerado podemos “evitar” el calculo del limite a través de

“recodificar” el problema; o sea, de “trasladarlo a otro contexto” (el geométrico) donde
disponemos de herramientas mas accesibles para resolverlo.
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B ;otras herramientas?: formulas de célculo de area de la geometria elemental
(rectangulo, triangulo). Obviamente el traslado del problema al contexto geométrico
sirve en este caso porque el trapezoide determinado por la funcion &, intensidad de la

conocidas para el calculo del area de la region que delimita .

B ;resulta este recurso accesible cualquier sea la funcion de la fuerza?
Evidentemente no, ya que, salvo para el circulo, la geometria elemental no provee
formulas para el calculo de areas de regiones con contornos curvos.

B ;como se procede si no se puede acudir a la geometria basica?-> jjproblema!!

Problema del que nos ocupamos a partir de ahora. Asi, en lo que sigue, nos
dedicamos a la busqueda y determinacion de técnicas algebraicas simples para el calculo
del limite de sumas. (;; que existen!!, y para muchas funciones aunque no para todas. )

9.6 La integral

En parrafos anteriores hemos visto como problemas totalmente distintos terminan por
resolverse a través de la misma expresion, el siguiente “limite de sumas”:

Dada la importancia de este limite; su dificultad de calculo, nos abocamos a su estudio al

funcion genérica f prescindiendo de cualquier tipo de interpretacion geométrica o fisica que
se pueda dar y comenzamos aclarando el significado de los términos a usar.

* Dada f: [a; b] = R, llamamos:

Particion del [a:b]: P={Xo; X1; X2; X3, .....; Xijuuurrs X }

[1P4)

al conjunto de “n+1” puntos del intervalo [a; b ]; tal que el primero coincide con “a”,
el ultimo con “b” y verifican: a=%xp < x; < X < x3 <.....<xZ...S X,=b

» Cada particion determina n subintervalos I; =[x;.;; x;] de amplitud Ax; = x; - X
= Entre los n subintervalos hay uno quees el de mayor longitud.

Norma de la Particién : /P/

La “norma de la particion” es la longitud del subintervalo de mayor longitud.

Osea: /M/=maxAx;; i=1,2,3,....,7

= Dada la funcién y la particion se selecciona un punto “¢;” en cada subintervalo al
efecto de construir la funcidn escalera. A este conjunto de puntos lo llamamos:

Seleccion de puntos compatible con P: Q= {c|; ¢5; ¢3;....; Cijeeeors Cn }
tal que ¢; € I;
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Proceso de Integracion: construcciony busqueda del “limite de sumas”.

El proceso consta de cuatro etapas:

1. Subdivisién_del problema (o construccion de la funcién escalera, f.).
Este paso consiste en:
* partir el intervalo [a; b] = dar P, particion del [a; b] .
* fijar, en cada subintervalo Ii, la altura del “escalon” de la f.

= dar @, seleccion de puntos compatible con P .

2. Cilculo de las aproximaciones_parciales: calculo de los “n” productos: f(¢;) . Ax;.

3. Calculo de la aproximaciéon TOTAL:

n
suma de las aproximaciones parciales: ) f(c;)-Ax; .
i=1
Estas sumas se conocen con el nombre de “SUMAS de RIEMANN” y con el simbolo:

S(f,P,0)=Y f(ci) Ax;

i=l

4. Cilculo del limite de las Sumas de Riemann _para /P/ = 0.
Estudio del comportamiento de las Sumas de Riemann a medida que se “afina” la
particion; o sea, a medida que los escalones se hacen cada vez “mas cortos”.

En definitiva, calculo: ( ll>n_1)0 - S(f;P;0 ) (limite que puede o no existir).
P

Definicién 1: FUNCION INTEGRABLE

Dada f: [a; b]=> R; decimos que f es integrable en [a; b] siy solo si existe un nimero “L” tal
que para /P/ = 0, las correspondientes sumas de Riemann S(f, D, Q ), se acercan tanto
como se quiera al numero L., cualquiera sea la seleccion @ considerada.

Si esto ultimo sucede decimos que: =L

Definicion 2: INTEGRAL

Si existe L = a este numero

* Jlollamamos : integral de f en [a;b]

= Jo indicamos :

O sea: =
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Observaciones:

a) “a” y “b” se llaman extremo inferior y superior de integracion, respectivamente.
En la definicién 2, “a” y “b” son los extremos del intervalo dominio f, luego, a<b .

b)El concepto de integral se amplia definiendo el simbolo para el caso de otra relacion
entre los extremos de integracion; o sea, para los siguientes casos:

b
Definicion 3: Si a>b; entonces: J.a f(x)-dx= —I: f(x)-dx

Definicion 4: Si a=Db; entonces: jaf(x)-dx =0
a

¢) Para £>0 en [a;b], definimos: aM= Lim [ i flep) x Ax; |
maxAxi—>0 i=I

b
luego, porla definicion 2: a (T)= Ia f(x)-dx.

NOTA: Definido el concepto de integral como el “limite de sumas” cabe preguntarse
bajo qué condiciones existird finito este limite de sumas; o sea, “la integral”. EXxisten
teoremas que dan respuesta a esta pregunta (teoremas que solo enunciamos).

TEOREMA: f continuaen [a; b] = f integrable en [a; b].

TEOREMA: f seccionalmente continua en [a; b] = fintegrable en [a; b].

Nota: f seccionalmente continua en [a; b] <> tiene un nro. finito de discontinuidades de
salto finito en [a;b]. Ejemplo: las funciones escalera.

9.7 Propiedades de la integral

En todos los caso f y g son funciones integrables en el intervalo en que se plantea
la integral.

(L) = ; donde k es cualquier constante.
() = +
(L) = + ;

sin importar el orden entre a,b y c.

(L) < ;081 ()< g,

(Is) = =k.(b-a) ; si fx)=k ,
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Observaciones:

a) I, e I, se pueden reunir en una sola propiedad que se llama propiedad de linealidad:

2 ki fCx)+hog(x)ldx = ki 2 fx)de +k [0 g(x).dx

b) I; , para el caso de f definida positiva y a < c < b, admite la siguiente
interpretacion geométrica

A

Si T=S UR.

S R Entonces: = +

A - equivale a: a(T) = a(s) + a(R) .

¢) Iy ,para f y g definidas positivas, admite la siguiente interpretacion geomeétrica:

Si §S={xy)/ asx<b;05y<gk)}
R={(xYy)/ asx<bh; 05y f(x)}

h

/ ; ¥, 05 /(< g(),

{THE

/ﬂ,m‘l’ R Entonces: R < S y a(R) < a(s)
T LLLI : y se verifica I :

a b x

IA

n

d) La propiedad Is se prueba facilmente teniendo en cuenta que Z Ax; =longde [a,b] =b-a
i=1

[0 k-dx = fim X(k)-Ax, = fim [(k) P } [(6)-(b=0)] = k(o -

= [im
PI>0 =1 IPl->0 1PI0
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9.8 Teorema del Valor Medio del Calculo Integral

® Dada f funcion continua en [a; b], existe al menos un c € (a; b) tal que:

= f(c).(b-a).

® Demostracion:
f continua en [a; b]. Luego, por el teorema de Weiertrass, admite maximo y

minimo absoluto en [a;b]; osea, existen x,, y Xy en [a; b] tales que:
S(Xmy=m, 'y  f(xm=M,

y; mg < f(x)s M.
Luego, por 14:

por Is: m,.(b-a) =< M,(b-a)

Dividiendo por, (b-a) (con b-a>0 dado que b>a) tenemos entonces que:

equivalentemente : S(xXm) <

Finalmente, por el teorema del valor intermedio aplicado al intervalo [Xy; Xm] (0

[xm; Xm]) tenemos que existe ¢ € (Xm; Xm) S (a; b) talque f(c)= k; o sea que:
f©)= ; conce(a;b)

equivalentemente : =f(c).(b-a); conce(a;b). g.e.d.

Observaciones:

1) El teorema es valido también en el caso de a> b (ejercicio).

2) En el caso de una f definida positiva en [a; b],
el teorema admite una interpretacion geométrica:

“existe un punto “c € (a;b)” para el cual el N
area del rectangulo de altura f(c) y ancho (b - a) (\

esigual al area bajola curva grafico de f.
b 7(-\./
a(T)= [ f(x)ds :

a(R )= f(c).(b-a)

Luego, por el teorema: a (7)=a (R)
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9.9 Problemas que resuelve “LA INTEGRAL”

n
Por definicion Jf f(x)-dx=[im 2. f(ci) -Ax;. Luego, la integral resuelve todos
P50 i=1

aquellos problemas que, segiin vimos, resuelven por medio de “limite de sumas”.

Y,
>0
J‘f(x) dx_ ............................ >_a(T) ‘Né
[ a b .
b . e fuerzal........
J.f(X)dx: f(. ) >=W[a;b] PL»
a ( trabajo ) ———
a b x
. 1]
Ibf(x)-dx = o fldensidad)..p = M,  ——
a (masZZ) a b x
. i Ax
I Pt -dt = e LSN0G A al
¢ ( desplazamiento) j
a b ¢
Observaciones:

1) En el Apéndice al final del Capitulo se calcula el area de una figura plana a partir del
correspondiente “limite de sumas” y con el método historicamente conocido como
“método de exhauscion”. Se calcula el area de T, trapezoide determinado por f (x) = x*

en [ 01 lim 3. f(ci)-Ax,
Se demuestra que |PI>? =/ =1/3. En otras palabras que a(T)=1/3.

., 1 . , 1
Como con la nueva notacion, a (T) =I0 x2 dx ; concluimos asi que: IO x2 dx =1/3.

2) Si Ax indica el desplazamiento de un mévil a velocidad variable, si la velocidad es
conocida y la variable independiente el tiempo, v=f(t)=t 2 en [ 0; 1], entonces:

1 n
Axo;1)= L) tPd = Axjo1= lim X f(ci)At
PI>0 =]

Es facil ver que el “limite” resultante es “igual” al planteado para el calculo del area (T)
con f(x) = x* (solo difiere en la letra usada para representar la ‘“‘variable
independiente”).

, n n 1 2 1 2
Como fim 3 f(ci)-At; = lim > f(ci) 4 =13 = [ di=[ x>dx=1/3

PI>0 i=1 P50 i=1

Vemos entonces que el objetivo del diferencial (dx, dt, u otro) en el simbolo integral es
sefialar la letra que corresponde a la variable independiente de f. Asi:

b b b
I f(x)-dx =I f(t)dt =I f(z)dz_—, EI resultado sélo depende de:
a a a %" la funcién integrando () ;

%" del intervalo de integracion;
$ = = = 1/3. o sea, de “a” y “b”.

] = t* (prop. Is)
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b
9.10 Calculo de la integral: Ia f(x) dx

A

= IE..]f(x)dx=limS(f;P[a;b];Q) e S ¥

[P0

1
Ejemplo: dada f (x) =x%; ;como calculamos -[0 f(x)dx ?

E}E\j’]‘?]xzdx =lim S(f;P[();l];Q) Serennnee 3’L=1/3

|P|—0

En el APENDICE se muestra el calculo por definicién de | 01 x?dx

—En este caso las caracteristicas de la funcién integrando (x?, creciente en [0;1]) hacen
posible el calculo del correspondiente “limite de sumas”; por ende, el cédlculo de la
integral “por definicion”.

Pero, y en general, este limite es practicamente imposible calcular.
—Asi, nuestro objetivo en lo que sigue es la busqueda de un camino “alternativo” para el
“célculo de integrales”; o sea, de un camino que permita “obviar” el “limite de sumas”.

PROBLEMA: hallar un camino alternativo al de la definiciéon para el célculo de
integrales.

PLAN DE TRABAJO: como venimos haciendo hasta aqui, primero procedemos a
analizar el caso _simple con el objetivo de hallar pistas que permitan reformular el

Analisis de un _caso _simple: f(z)=1¢; Ds=[0;b]

X
Objetivo: calculo IO tdt, x € [0;b]

o f(t) 0 en [0;b]
i o T (trapezoide asociado a f) = tridngulo.

o = area (T)
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X
1ro) Calculamos IO t dt para distintos x’s en [0;b] trasladando el problema al CG .

CG eler ANALISIS:

¥~ Calculada la integral para distintos
extremos superiores vemos que;

i X = 1
- depende del ext. sup.
queda definida una funcion: F
X2 F:[0;b] 9 R
x 2 Fkx)=
CG
a(Ts) = que llamamos
o ML
o1z FUNCION INTEGRAL
i X = 3 P cctcceesesstescccscssnsscnsnns »
NOTA:

Se puede demostrar que toda f integrable en [a; b], define una “Funcion Integral”.
Definicién 1: FUNCION INTEGRAL

Dada f integrable en [a; b] llamamos funcién integral a la funcion F tal que:

> F(x) =

» Dom.F = Dom. f = [a; b]
Se vislumbra asi otro camino para el calculo de integrales: el calculo de F(x).

Pero..., F(x)=I: S(t).dt .':c f(t).dt = lrings(f’.qa;x]’.Q)

O sea, y hasta aqui, el céalculo del “limite de sumas” sigue siendo “inevitable™....
.Qué hacemos?, ;abandonamos este camino o persistimos en busca de pistas?...
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x=1 > F(1)= = =
x=2 2> F(Q)= = =
x=3 2> FQ3) = = =
x =x, 2 F(x,)= =
Conclusion: si P(x) = ; tenemos que:
*) F(x) =P(x), Vx e [0;b]
*) P esuna funcion_ elemental (*)

finito de operaciones algebraicas basicas (+ ;X ; + ;\f ) entre funciones “conocidas’.

. . . . . . . , 2
Ejemplos: potencias, polinomios, cociente de polinomios, raices, x“+ sen x , etc.

Observaciones:
> La complejidad de F, funcion integral asociada a una integral, radica en que por

(algebraico, grafico, numérico y verbal) y que, dentro de un mismo registro, es posible el
proceso de ‘“‘conversion”; o sea, de reescribirla de otra forma pero dentro del mismo
registro.

e 2do ANALISIS:

1) Para el caso simple investigado, el cambio de contexto (del analitico al geométrico)

X 2 X xZ
Jo b -k Foo=P (s P =¥ = L,t-d‘=2

2) Dado que las funciones admiten distintas formas de ser representadas, hemos hallado

PROBLEMA REFORMULADO (1):

Dada F(x)= I: f(t).dt | pom F={[a; b]
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3) En el caso simple investigado, lo que permite hallar la funcién elemental P/ P=F es

e 3er ANALISIS: (Caso Simple: f(r)=¢; D;=[0;b])

Expresada F por medio de la funcion elemental P ( F(x) = P(x) = %, VY x €| 0;b]),

procedemos a derivar F, observar que resulta de esta operacion. Y descubrimos ....,

que la derivada de la Funcion Integral es, ;la funcion original! = F’(x)=f(x).

|Cambio de VariableH xoft |

SO . FUNCION INTEGRAL
ORIGINAL i
= “1 [x] A def
fo)=x I tdt= F(x) = lim S(f.P[g:x] Q)
0 |P>0

I integrando

ey I F =1

OBSERVACIONES:

ambos contextos determinando un circuito donde quedan relacionadas las dos

herramientas mas poderosas del calculo: la Integral yla Derivada.
En razon de ello a este circuito lo llamamos, “circuito ID” (Integro-Diferencial).

Tenemos asi el:

I: Primer_interrogante fundamental:
Cualquiera sea la f de partida, ;siempre sera F~(x) =f (x)?

Al cual da respuesta el:

ler Teorema Fundamental del Calculo Integral - 1er TFCI:

Demostracion:
....................................... (mas adelante)

es derivable vy F'(x)=f(x), Vxe[a;b]”.
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. Como?: recordando que si dos funciones son iguales, sus derivadas loson (P "=F")

"1 X e
AT 5 10-d1 - Fx) =i )
f(x) (cont) infegrando I N—
R :
: vuelvo [1erTFCI] : reemplazo
= derivando :-----E---------:
Camino F(x) =i P
alternativo, ¥ —— L____zrmn -
R Ot * reemplazo
D PP =P Y b P promny
v --------------- " P (x)=f(x) .._.Illll ----- l! S-C-O--ll--ll----’% P(x)
propongo . T T : o) elemental
EJEMPLO:
"I X JRRSS— _
—>L’ jo cost.dl = Fix) = semx i
f(x)= cos x integrando ennoganennnnnnd

|

: vuelvo : reemplazo
i derivando SO T
Camino \ F(x) = (P (%)
alternativo Lusnsssnnsnnnnpnnnn I
L W E reemplazo
: - busco P e
¥ propongo TP PO =e0s X nem it bRtV dieE % P(x) =sen X |

Momento de Reflexion: trasladar el problema al contexto del Calculo Diferencial permite

PROBLEMA (original): f: [a;b] 2 R ;

NOTA: en este punto vemos que la existencia o no de una funcion elemental P tal que P =1 es
determinante para el calculo de la integral por un camino alternativo. Luego, dado su importancia,
damos un nombre a esta funcion y estudiamos sus propiedades.
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Definicion 2: PRIMITIVA (o ANTIDERIVADA)

P es una primitiva de f en [a;b] si y solo si P (x)=f(x); Vxe€[a;b].

Finalmente el problema original (calculo de la integral) queda reformulado asi:

PROBLEMA REFORMULADO (3):

Ejemplos:

a) si f(x)=x ; una primitivadef es P(x)= X2 [ P'(x) =x = verifica ]
b) si f(x)=cos x; una primitivadef es P(x) =senx; [ P"(x)=cos x = verifica]
¢)si f(x) =1 ; una primitivadef es Px)=x ; [P"(x)= 1 > verifica]

Notas:

1.- Derivada en los extremos del intervalo:

Luego, cabe aclarar que las derivadas en los extremos, P(a) y P’(b), se definen de la misma
forma solo que reemplazando “limite” por “limite lateral” para x> a* y x= b’ respectivamente.

X
4.- Por el ler TFCI, si f es continua en [a;b] y F(x) = L f(Od sy funcién integral entonces

F'(x) = f(x), YV X€[a; bl Luego: F es una primitiva de f.

PROPIEDADES DE LAS PRIMITIVAS

Teorema I-Pr: Si una funcidn tiene una primitiva P, entonces tiene infinitas (P +k, keR)

Demostracion:
e Sea P primitiva de f 2 P'x)=f(x)
e Dada G(X)=P(x)*k, keR = G X)=[Px)+k] =P " (x)+ (k)" =f(x)
e Luego, G=P+£k es primitiva de f. (q.e.d)

Teorema II-Pr: Dos primitivas de f difieren en una constante; o sea, G(x) -P(x) = k

Demostracion:

e P primitiva def = P (x)=f(x)
e G primitivadef = G (x)=f(x)
o SeaH (x)=G(x)-P(); Vxela;b]
H X)=[Gx)-PX®)] =G (x)-P (x)=f(x)—f(x) =03 Vx e [a;b].
Luego, H (x)=0; Vx e[a;b] = H((x)=k; Vx € [a;b].

e Conclusion: G(x)-Px)=k ¢ Gx)=PKx)+k;, Vxela;b]. (g.e.d)
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Observacion: F(y) = _[:f(t)dt es una primitiva de f . Luego, por el Teo II-Pr, si P es

otra primitiva de f, entonces existe keR tal que F(x) = P(x) +k; V x € [a; b].

Teorema I1I-Pr:

Si P y G son dos primitivas de f en [a; b] y existe x, € [a; b] tal que G (x,) =P (X))
entonces G(x)= P (x) ; Vxe[a;b].

e Py G primitivasde f en[a;b] = G(x)-P(x) =k ; Vx € [a;b] (Teo II-Pr)
luego, para x, € [a; b] tenemos: G(x,) — P(x,) =k

e Por hipotesis: G(x,) =P(x,) = G(x,)-P(x,)=0 = k =0

Conclusiéon: G(x) -P(x)=0; Vx e[a;b] = G(x)=P((); Vxe[a;b]. (qed

e 4to ANALISIS:

e Por definicion de igualdad de funciones, sabemos que:
F=P © DomP=DomF=]a;b] y F(x)=P(x) V xela; b].

PROBLEMA ENGORROSO:

Si F(x) = I; f(t).dt v x c[a;b] —L2 9 p(a)= _[: f(t).dt=9,

® Y aqui es donde el Teorema III-Pr nos rescata de esta engorrosa situacion!!!
F y P son primitivas de f; luego, y seglin este teorema, si existe X, € [a; b] tal que
F (x,) =P (x,) entonces F(x) =P(x); V xe[a; b]. O sea, para decidirsi F =P basta

X
Conclusiones: si f:[a;b] 2> R; F(x)= L f(t).dt; P primitiva elemental de f .
1) P=F < P(a) =F(a) © P(a) =0.

P = F, tenemos “casi” resuelto el problema del calculo de integrales.

X
CONTROL SI > F=P = L 1(t)-dt= P(x); V x e[a;b]
. P(a)=0? I|::>[
NO= P#F=?2?2?2??
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EJEMPLO: f(x)=cosx; x €[ 0;b]

21

=F(x)= | sem X

f(x) = cos X infegrando > !
| " ! igualamos
[y Velvo [1erTFcI] ;
..... (TF =fe) - deriando g | P(x) l—
T ; P(0)=0?

P’ (x) =cos x

(4
»( P(x)=sen x
b
( prueba y error) T T COT

>x=T1/2 > I(?costdt=sen%=

CONCLUSION:

X
:)J‘0C0Stdt=senx

> x =1 > _f:costdt=san1:=0

>x=2 > I:costdt=senz

. exploramos el circuito ID para otra funcion

NS

f = — =
) (cf)iltlirﬁla) integrando 13,

. 1

vuelvo !

Camino | - [1 er thI] i

alternativo) o _._. ‘@=f() - derivando _ Jp o g
....................................... ¢P(0)=0?
busco P
( prueba y error) ER
CONTROL l
(IT)|;22272 ) <

(IT) itenemos alternativa?: SI, proponer otra primitiva. ¢CUAL?

Y tenemos asi el:

Segundo_interrogante fundamental: dada F(x)= I: f(t)dt y P otra primitiva de f:
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Al cual da respuesta el:

2do Teorema Fundamental del Calculo Integral — 2do TFCI :

. Demostracion:
: (mas adelante)

x
J‘a [-] e
> o 1G®)
f(x) (cont) integrando > : s
: ' (5) igualamos
[y vuelvo [1erTFcI] !
Camino e mn Y o
alternativo, | « - - /\ F’ () = f(x) | - - derivando_ _ Fo= |G ®) ‘I-_-.SI-T
......................................... :G(@)=0?
, (2) busco P
(1) propongo P’ () = f(x) —

( prueba y error)

(3) propongo
otra primitiva

(4) CONTROL

G(x) =P(x) - P(a)

Ejemplo: usemos el circuito para calcular I : sent dt

f(x)= sen x integrando > =Fx)=L- c‘(:s x+t1
- a
Ly Yuelvo [1erTFCI] :
Camino | . T _._ _ '

alternativo| RGN B . derivando
|<_ ..... ‘o ) Fj -(rxj_) ._—f(;xj.)— ,‘ ........ F(x) I G(x) < SI
""""" o, 4
propongo ‘i > _ "
- 6= sem = (prueba y error) P(x) Coeosx e'.G(O):O?

Gx)=Px)-PO) .~
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CONCLUSION:

T
X = 2 sen t dt =- /2) +1 =1
jﬁi"s;dlfai tdicos sevd x> | 7 X =2 Io e e

TT
>X=1T > I“ sentdt=-cos(m)+1=2

2 ) )
>x=2 > L,sentdt=-cos(2)+1

Ejemplo: dada f(x)=2x,Df=[3; 7] usemos el circuito para calcular I ; f(t)d, xe[3;7]

-1
» = F(x)= XZ - 9
fe)=2x 4 integrando
1 yueivo [1erTFCI] :
Camino | - T _._ - Y
N " q-. derivando_
. ‘N - F(x) = G(x) <+sI
""""" e e R
propongo o o, .
( prueba y error) P(x)_ X ............. (’,G(3)=0?
eoreer],
N G =P -PG) .~
CONCLUSION: e
_ &2 _o—
I;th1=x2—9:> > =5-9=16
> =4*_9=

X> Resumiendo el trabajo hecho tenemos un:

Proceso alternativo para el calculo de r f(t)dt = F(x)

1) Proponer P’ (x) = f (x)

3) Plantear todas las primitivas que difieren de P en una constante: P(x)+ C, CeR
4) Hallar k de modo que F(x) =P(x) + k2> (2° TFCI) 2 k=-P(a)
5) Volver a I “f(t)dl = F(x) ;

reemplazar F por la primitiva elemental obtenida en (4); concluir

una formula elemental para calcular la integral: jx f(t)dt = P(x) - P(a) .



En lo que sigue nos dedicamos a validar este proceso; o sea, a demostrar todas las
cuestiones que hacen a la circulacion del circuito ID tanto en forma directa como al
reves.

9.11 Relacion entre el Calculo Diferencial y el Calculo Integral

* En parrafos anteriores vimos los fundamentos del Calculo Integral, su aparicioén
como una rama independiente de la matematica la cual, entre otras cosas, resuelve el
problema del calculo del area de regiones de contornos curvos, permite determinar
el “efecto total” o “acumulado” en un proceso de cambio con velocidad no constante.
* Vimos también la necesidad de buscar métodos alternativos al de la “definicion de
integral” para posibilitar el “calculo de integrales”; como esta busqueda contribuye
tanto al hallazgo de importantes resultados teoricos como al descubrimiento de que el
Célculo Integral se podia trabajar como Calculo Diferencial “al revés”. La deteccion
de este hecho tiene consecuencias practicas transcendentes pues es el que finalmente
permite hallar “métodos alternativos™ para el “calculo de integrales”.

* Cabe mencionar que aun cuando lo 1til de este hecho en su momento (y atn hoy),
el desarrollo de nuevas tecnologias y como consecuencia de ello de los “métodos
numéricos”, ha permitido volver la mirada al calculo por definicion de la integral. Y
este hecho tiene su ventaja ya que permite abordar el calculo de integrales de
cualquier tipo de funcidn, cosa que no siempre es posible con el Calculo Integral
pensado como Calculo Diferencial “al revés”.

< Una de las cuestiones que vimos al investigar el circuito ID, fue que variando el
extremo superior de la integral generabamos una funcion, la funcion integral.

Definicién _1: (FUNCION INTEGRAL)

Dada f integrable en [a; b] llamamos funcién integral a la funcion F tal que:

» LeyF: F(x)=

> Dom.F = Dom. f = [a; b]

Observaciones:
F

1.- Por definicion, F no es una funcion elemental,;
su calculo requiere el calculo del
“limite de sumas de Riemann”; i“';"’“
0 sea, una operacion que trasciende facarad ( )
los métodos del dlgebra y que, salvo casos

muy puntuales como el de f (x) =x%,
resulta imposible de realizar.

“Proceso de Integ.”

2.- Para ciertas funciones, bajo ciertas condiciones y trasladado el problema al contexto
geométrico, pudimos calcular F(x) para algunos valores de x5 y luego, por induccion,
expresar la ley de F por una férmula “elemental” .

Asi, dada f(x) = x calculamos F(x) = LEX] t-dt para distintos valores de x’s y concluimos,

x 2 F(x) = =L= > F(x) =
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Luego, derivamos F , obtuvimos F’(x) = f(x); o sea, descubrimos que la derivada de la
funcion integral nos volvia a la funcion original. Este hecho crucial nos lleva al,

Primer Interrogante Fundamental: “cualquiera sea f, ;siempre sera F’(x)=f(x) ?”

La respuesta a este interrogante la dio el ler TFCI, el que demostramos a continuacion:

ler TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL (1° TFCI)

Sea f continua en [a;b] y F(x)= la funcion integral que ella genera.

Entonces, F es derivable en [a;b] v F'(x)= f(x), Vx €[a;b].

Demostracion:

a) Dado x, € (a;b) nos proponemos analizar la existencia de F (x,).

F'(x,) = =

fcontinua en x,

!

I (c2>x,) 1

Por TVMCI (Teo. Valor Medio del Calc. Int.)

existe ¢ €[X,; Xgth ] (¥) (6 [x,th ;5 x,])
(h>0) (h<0)

tal que:

= f(©).[(xs+ h)-x,] = f(c).h

b)Si x,=a 0 Xx,=b.

La prueba esla misma solo hay que tomar, h> 0~ 6 h> 0", seginsea x,=a 6 x,=b.

Conclusion: como x, es genérico hemos probado que: F’(x) =f(x); V x e [a;b].

(q.e.d)

& QOtra de las cuestiones que vimos fue que para recorrer el circuito ID “al revés” dada f
debiamos buscar P talque P'=f. A esta P le dimos un nombre: primitiva de f.
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Definicion 2: ( Primitiva ¢ antiderivada de una funcion)

P es una primitiva de f en [a;Db] si y solo si P'(x)=f(x); Vx € [a;b].

& Vimos también las siguientes propiedades de “primitivas” (pags. 30 -31 ):
Teorema I-Pr: Sif tiene una “primitiva” P, entonces tiene infinitas (P +k, k€R)

Teorema II-Pr: Dos primitivas de f difieren en una constante: G (x) -P (x) = k

Teorema III-Pr: Si Py G son dos primitivas de f en [a;b] y existe x, €[a; b] tal que
G(x,) =P(x,) entonces G(x)= P(x) ; V x € [a;b].

De estas propiedades concluimos:

@ Por 1erTFCI: f continuaen [a;b] v F(x) =I" fydt > F(x)=f(x),Vxe[a;b]
O sea, F, la funcion integral , es una primitiva de f en [asb].

& Por Teo II-Pr : dos primitivas de f difieren en una “constante”.
O sea, que dada P, otra primitivade f, existe keR / Fx)=PXx)tk 2> ¢(k?

FUNCION o _x? FUNCION
ORIGINAL prueba una primitiva: P(x) = > dP/dx ,| ORIGINAL
_ error 2 f(x) =x
f(x)=x \ todas: *‘2 +C; CeR )
4. la - ; 4
+ 3. L3 . } e - 13
2. - . o
1 F (= 1 AF =
A A j/”é N Eaas EREEE
—2 2 N\ . g @ . . . . - .
3 . ... P | —3 P o o _3
—q +—< . . ° R . . . — .
5 5 5 5 . . . ) 5 | § . . . . . . . =
X I_ll jeual? I—
Fgﬁgg‘N 1 Ia_) F(x) = : otra_primitiva | dF/dx gj"r\)lzl’ém
ORIGINAL FUNCION INTEGRAL ORIGINAL
: = +k>k?

“dadas f continua en [a;b]; F(x)= I: f(t)dt y P otra primitiva def;

el valor de k tal que F(x)=P(x) +k , Vx €[a;b],; se puede hallar ? .
Interrogante que resuelve el 2°TFCI.
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9.12 Relacion entre funcion integral y primitiva

2do TEOREMA FUNDAMENTAL del CALCULO INTEGRAL (2°TFCI)

Hipotesis: Dadas: f funcién continua en [a; b]
P primitiva cualquierade f en [a; b]

F funcién integral asociadaa f: ;

Tesis: para cada x € [a;b] setiene que: F(x) = P(x) - P(a) ;

0 S€a que:

Demostracion:

» Por hipotesis - P primitiva de f.
» Por 1°TFCI > F primitiva de f.

» Luego, por teorema Il Pr., Fy P difieren en una constante > F(x) = P(x) + C

» O sea > + C Vxela;bl (¥

» Six=a = + C

0=P(@ +C » = C=-P(a)

»  Reemplazando en (¥*) > Vxelas;b] (q.ed)

e Corolario: REGLA de BARROW

b b
En el 2°TFCI; si x=b = Ia f(t).dt=P(b)—P(a) =P(t)|a

e EI 2°TFCI prueba que k = - P(a); o sea, resuelve el ultimo interrogante planteado

interviene el extremo inferior de la integral (a) .

a2

2
En el ejemplo de la pag. anterior: I Y tdt = XT +C 2Q°TFCI) C=-
a

2 2

2
y finalmente: IX t.dt = XT - az
a

(ej: a=3 > thdt =XT-§)

En definitiva, si por algiin medio obtenemos una primitiva elemental de f, el calculo de la

hallazgo de esta regla hemos entonces concluido exitosamente (sera asi?) la busqueda de un
camino alternativo para el célculo de la integral.

Ejemplo: f(fls.tzdtzP(6)—P(0) —  5.63-5.0%=1080
(P(t)=5.t3)
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10
s Hemos resuelto exitosamente nuestro problema? ; ;podemos, por €j., calcular Inx dx ?
18 p 8y pore¢j /

Evidentemente resulta practicamente imposible hallar P, primitiva de f (x)= In x, por
“prueba y error”; por ende, aplicar Barrow y calcular la integral. Vemos asi que la
aplicacion de la potente regla que acabamos da hallar (la de Barrow) queda supeditada al
hallazgo de al menos una primitiva elemental y que esto, salvo algunos casos simples, no
es algo que se pueda hacer por “prueba y error” Surge asi la necesidad de hallar
“métodos” mas eficaces para la busqueda de primitivas. En el parrafo que sigue nos
abocamos a esta cuestion e introducimos para ello un nuevo concepto el cual facilita el
trabajo “metddico” que nos proponemos para esta instancia.

9.13 El concepto de “integral indefinida”

Definicién (INTEGRAL INDEFINIDA)

Al Conjunto de Primitivas de f,
* lo llamamos: Integral Indefinida ,

* ]o indicamos con el simbolo:

O sea, = P(x)+ C; Pprimitivade fy CeR (C = cte de integracion)

9.13.1 Tabla de “Integrales” (Primitivas) Inmediatas
NOTAS:

1)El uso y costumbre ha impuesto el término “integral” para referirse a la “integral
indefinida” de f'. Esto sin dudas crea importantes confusiones pues el mismo término se

f en [a; b] (“limite de Sumas de Riemann de f en [a; b] ). El dominio de ambos
conceptos es indispensable entonces para usar este término en el modo y forma que
corresponda segun el contexto de trabajo.

2) El primer recurso del que disponemos para hallar “integrales indefinidas™ 6 “primitivas”
hallamos las primitivas de las funciones prototipicas bésicas con las que construimos la
Tabla de Integrales “inmediatas”. El resto de las primitivas se encuentran a partir de
esta tabla y con el recurso de “técnicas de integraciéon” que se construyen apoyandose
en las “técnicas de derivacion”.

e Integrales “inmediatas”:

xa+l

D |x%.dx = + C ; ax-1
a+1

2) jl.dx = In/x/ + C
X

3) jsen.x dx = —cosx + C
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4) jcos.x dx = senx + C

5)

dx = tg(x) + C
cos® x

6)

7)

8)

9)

9.13.2 Técnicas de “integracion” 6 de “busqueda de primitiva”:

Existen distintas técnicas que permiten buscar primitivas “con método”. Veremos solo
algunas de ellas y, dado su caracter, las veremos directamente en la practica. Los métodos
que vamos a ver y usar son:

I) método de integracion por descomposicion

1) método de integracion por sustitucion

IIT) método de integracion por partes

IV) método de integracion por desarrollo en fracciones simples

9.13.3 Propiedades de la integral indefinida

II-1) Si fy g admiten primitivas en un intervalo I, entonces “f = g” también admite
primitivaen I y vale: J(f(x) tg(x))dx = Jf(x).dx + Jg(x).dx
II-2) Si f admite primitiva en un intervalo I, k € R ; entonces “Kk.f” también
admite primitiva en I y vale: jk.f(x).dx = k-jf(x).dx
U-3) ([f(x)dx)" = f(x)
Por definicion: _[f(x)dx =P(x)+C con P(x)=f(X);
entonces ([ f(x).dx )'=(P(x)+C ) =P'(x)=f(x) (qed)
-4) [f'(x)dc=f(x)+C
Por definicion: J-f'(x).dx =P(x)+C , con P primitiva de [ .

Como f(x) es obviamente una primitiva de f '(x), entonces P(x) = f(x). (q.e.d.)
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9.13.4 Notas:
a) II-1y II-2 se resumen en una sola condicion, llamada propiedad de linealidad .

j<k1 F(x)hy.g(x)).dx =k, j f(x)dx + kz.jg(x ).dx

b) Cabe senalar que II-3 muestra que al aplicar los dos procesos uno a continuacion
del otro (integracion y derivacion) comenzando por el de “ integracion” volvemos a la
funcion original.

Esto puede hacernos pensar que ambos procesos son “inversos uno del otro”.

Sin embargo II-4 muestra que si hacemos lo mismo, pero comenzando por la derivacion
volvemos a “mucho mds” que la funcién original pues, debido a la constante de

integracion, volvemos a un conjunto infinito de funciones ( f+ C, CeR).

FUNCION M

ORIGINAL: f |—4* 5 FUNCION
DERIVADA: f’

P S

(FUNCION ORIGINAL + C E

Luego, y en rigor, “integracion” y “diferenciacién” no son procesos inversos uno de otro.
(Aplicados uno a continuacion del otro, no siempre se vuelve al punto de partida: al
“integrar” una “derivada” recuperamos mucho mas que la funcidn original).

Y este hecho tiene consecuencias practicas que vemos a continuacion a través de un
ejemplo.

Ejemplo: Se comienza a llenar un tanque con agua que sale de una canilla a una velocidad

v(t) =3 t*, [v] =lts./h.. Si el tanque tiene 6 Is al inicio, y una capacidad de 70 Its.
(Cuanto tarda en llenarse ?

» Datos: velocidad del proceso 2 v(t)=31 2
volumen inicial = 6 (Is) ; capacidad del tanque: 70 (Is)

» Incognita: t; = instante final 6 instante en que el tanque se llena.

Si introducimos la variable V = volumen de agua en el tanque en cada instante t
* podemos reescribir la incognita de manera mas “operativa” 2 t¢/ V (ty)=70.

» Resolucion

El problema, reformulado segiin el andlisis previo, queda: “conocida v, velocidad a la
que se desarrolla el proceso (v = V"), hallar V=F{t), funcidn que rige el proceso”

Concluimos asi que el problema consiste en hallar la funcion de la que proviene v; en
definitiva, en hallar “la primitiva de v”.

rueba y error T . ,
L 2 > P(t)=t>; P primitiva cualquiera de v, ;sera ¥ ?

y =3¢
Por Teor.II Pr.: V(t)=P(t)+C = Wt)=t’+C > ;C?

e Aqui apreciamos el rol de la cte de integracion C, que es otra incdgnita del problema y

En este caso, tenemos ese dato: V(0) =6 .

Asi: VH=t’+C = M0)=0+C = C=6.
Finalmente obtenemos ¥: W(t)= t*+6 yhallamost;: M(t)=70 = t’+6=70 =
t =4 = el tanque tarda 4 hs. en llenarse.
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realidad pues la velocidad de entrada del agua no depende del volumen inicial). Y asi, este
hecho que por un lado valida el modelo, por otro, ocasiona un problema a la hora de
reconstruir V a partir de su derivada v.

: t)dt | P+C > V()
FUNCION dV/dt |v-> FUNCION ,[ v( ®
ORIGINAL: V DERIVADA. ? (P primitiva cualquiera de V)

(*) Obtenemos una familia de funciones entre las cuales una de entre todas ellas es la funcion de la
que partimos. Para rescatar la de partida se hace necesario tener algun dato adicional para, a partir
de él, determinar el valor de la constante y, por ende, la funcion original .

En este punto resulta conveniente detenerse y reflexionar acerca de los conceptos vistos.
O Integral e Integral Indefinida son dos conceptos distintos.

b . ,
(*) La integral, L f(x)-dx, se calcula sobre un intervalo y su resultado es un nitmero.

(*) La integral indefinida, J f(x)dx, refiere al calculo de primitivas de f y su resultado
es un conjunto de funciones: J.f(x)dx =Px)+C / P’ (x)=1(x)

(*) Laconexion entre ellas se establece en el 2°TFCI (regla de Barrow).
b b b b
[fo-ax = Px), = [f(x)-dx =( [f(t)at N

0 L. regla de Barrow,
Jresuelve el problema del cdlculo de la integral para toda funcion f?

Ya hemos dicho que no, pues no siempre existe primitiva “elemental ” de f .

Resulta claro entonces que si no existe primitiva elemental, volvemos a foja cero ya que no
podemos expresar la funcion integral a través de una “formula elemental”, obviar asi el
calculo del limite de sumas. Cabe aclarar que cuando decimos que no existe primitiva
elemental, ello no obedece al hecho de que no se conoce un método para hallarla, sino a

2
Ej: la funcién f(x)=eX no admite primitiva elemental; o sea, no existe Pelem)/ P'=f

Luego, y por ej.; dada j'(f' ex’dx no existe Perementar) / Lf ex’dax = P3) - P(0)

> (Implica esto que la | j ex> dx Nno existe ?
2
- No, f(x)=e* escontinua, por ende integrable. O sea, _[03 ex’dx =L eR.

Lo que no existe es un método sencillo para calcular “L”

. . . 2 X senx
Lo mismo pasa con otras funciones como por ejemplo: sen (x°); e? ;

9

X

JComo evaluamos la integral en el caso que no existe primitiva elemental ?

En este caso no podemos dar el valor “exacto” de la integral pero podemos dar
“estimaciones” del mismo tan buenas como queramos. Y podemos hacer esto de distintas
formas:
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e Acudiendo a la definicion de integral:

Por definicion la integral es el “limite de Sumas de Riemann”.
Si por alguna propiedad de la funcion integrando podemos asegurar que el limite existe
sabemos entonces que las “Sumas de Riemann” se acercan tanto como quieran a dicho
valor. Luego, dichas sumas proporcionan un valioso instrumento para calcular valores
“aproximados” de la integral; valores que seran tanto mejores cuanto mayor sea
“n”, la cantidad de sumandos que se tomen.
n 2 1
F X dx = lim Yei Ay = Ij eX dx ~ Z eCiz A,

0 Pl>0  j=1 i=1

e Apro im ando la funcion por otra funcion “integrable” (polinomios de Taylor)

O sea, otra forma de obtener un valor aproximar de la integral es a partir de:
1) aproximar primero la funcién integrando f por un conveniente polinomio de Taylor,

f(x) = er’ pol.de Taylor ps(x)=1+x"+x"/2

2
e¥ = 1+xX*+x/2

2) integrar luego el polinomio de Taylor.
3

2
= 36,3

X )C3 x5
Is e’ dx = J'g(1+x2+x4/2)-dx:(x+?+EJ

© Evidentemente tampoco podremos utilizar la Regla de Barrow cuando la funcion
integrando venga dada por un grafico o una tabla de valores. En estos casos, lo Uinico que
podemos hacer es dar aproximaciones de la integral, y hacer esto a través de “Sumas
de Riemann” convenientemente construidas a partir de los datos que se tengan.

Ejemplo:

La gréfica adjunta muestra el registro de la tasa de “disolucion” (en mg/hs.) de un soluto
enun solvente, durante las 3 primeras horas de puestos ambos en contacto.

A
vy

v

Se pide: hallar una aproximacion de la masa disuelta al cabo de las 3 hs .
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- funcion del proceso: m = masa de soluto disuelta al instante “t”.
m=m(t)

> dato : grdaf.v ; v=velocidad de disolucion del soluto en el solvente.
v=m’(1)

- incognita: Am = “variacion de masa” en el solvente, en 3 hs.
Am = m(3) — m(0)

- resoluciéon: Am = _[03 m’(t).dt

3
Am= |7 v(o).dt ® Y v(e; )AL
i=1

» Particiéon del [0:3]: P={0;1; 2;3}; At;=1
= Seleccion de puntos compatible con P: Q = {¢;= 0.5 ; ¢,=1.5; ¢3= 2.5}

3
=  Calculo de la aproximacion 7OTAL: Z v(c; ). At;
i=1

i v(c; )-At; = i v(e;) = v(0.5) + v(1.5) + v(2.5)
i=1 i=1

~ 520+ 600 + 700 = 1820

- Rta: la masa disuelta al cabo de las 3 hs es de, aproximadamente, 1820 mg.

520 @ errmrerarnnnanas 4




9.14 Apéndice

Calculo, por el método de exhaucion , del area de T,

trapezoide determinado por f(x)= x> en I= [0:1].

1o Comenzamos calculando para n = 4.

2e Seguimos con n= 8; 16 ;... R

~
|
|~

3e Paracada m,tomamos: Ax;=—=— , Vi

4 o Construimos Sumas de Riemann (Inferior y Superior):
* SR(inf) > cie l; / f(ci))=m; =minimo de f enI; > altura del r;
n
Yn = U r; (region escalonada inferior) ; a(ri)=m;x %
i=1

* SR(sup) > cie I; / f(ci))=M; =mdximo de f en I; = altura del R;

n
R = U R; (region escalonada superior); a(R;)=M; X %
i=1

»[n=4]> 4li; Ax; = Y4; xi = xia+ Y4 3 xo.=0 = P = {x,=0; 1/4; 2/4; 3/4; x4,=1}

R4

R;

ry

R,

rs

I r, | R1 !

I 4) = region escalonada inferior (n=4) Ry = region escalonada superior

a r[4] = = =0.22 a R[4] = = =0.47
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>[n=8]— 8Ti; Ax;=1/8 = x; = x;.,+1/8 =P={x,= 0; 1/8; 2/8; 3/8;...; xs=1}.

R
R,
....... P
R6 s R¢
T Ry
ry Ts R;
JLEN W =]
0.25 —
r (s =region escalonada inferior (n=8) Rz =region escalonada superior
arpg = =0.27 a R[g] = =0.39

> En ambos casos (n = 4; 8) vemos que: F[n]S T c Rix]
> que, si T fuera “medible™ arn, < a(T) < aRy).
» Vamos entonces al 4fo y 5to paso del proceso; es decir, a ordenar el calculo de modo

que si existe algin  “patrén” en la formacion de los términos de la sucesion , este se
haga “visible”
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Repetimos el proceso tanto como sea necesario hasta hallar un patron de formacion

n AXi = S a(T) S =
4 | Va| Va.[(1/4) +(2/14)7 +(3/4)*] Ya . [ (1/4)* + (2/4)* + (3/4)* + (4/4)* ]
(Va)?. (1?+22+3%) = 022 < < 0.46 = (V). (12+22+32+ 47)
8| Ya| Y. [(1/8)+ (28 +...+/8)] Ys [(1/8)> +(2/8)*+....+(7/8)* + (8/8)* ]
(%) .(1%422 + 3%+...47%) = 0.27 < < 0.39 = (%) .(12+ 22+ ..+ 7+ 87
16 [1/16] oo | e,
(1P+2*+...+15) = 0.30 < <0.34= (1427 +.....4157+167)
1
n
n
\ )
\ y ) Y
\.(12+ 22+ 3%+ (n-1)2) .\(12 +22+4 3%+, + (n-1)+ nz)
Y Y
: () = < )

(*) resultado obtenido al aplicar la siguiente formula:
1’+22+3%+.

+KE=k-Kk+D-Ck+1D
6

» El trabajo realizado permite:

a) Expresar el area de cada region por medio de una “formula elemental”:

. . o 1
* 4rea region escalonada inferior > arp = (- ). ¢
n

. ., . 1
* area region escalonada superior 2 a R 5] = (— ).
n

b) Observar que se generan dos funciones, a(n) =ar

ambas con dominio en los naturales.

n—1)-n-Cn-—1)
6

n-m+D-Cn+1)
6
y A(n) =aR ;

Al conjunto imagen de una funcidon con dominio en N, se lo llama sucesidon; asi,
vemos que al variar m, con n —+00, se originan dos sucesiones:

* ]la correspondiente a las 4reas de las regiones escalonadas inferiores: { @ 4] }nen

* la correspondiente a las areas de las regiones escalonadas superiores: {@ R [n])}neN
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Ademads, para todo n siempre resulta a r |,y menor que a R [ .

ar <. Sarpg ... Sarg < L SaRpgs. . SaR s S aRy
0.22 <.oeeee £0.27 <o £ 030 < L. < 034 <.... < 039 <. < 0.46
s ————— >

0.22 0.27 0.30 > L] L2 <« 0.34 0.39 0.46

Observaciones:

Se puede probar que ar [#] esta acotada superiormente y que a R [,] esta acotada

inferiormente; que esto implica (segun un resultado basico del Célculo) que ambas
tienen limite para n=> o Asi:
- para n> © ; ar[,] > L

-para n> © ; aR[,] > L,

si Ly=L,=L = Tesmedible y a(T)=L

Luego: | & L+ L, = T no es medible no existe a(T)

En el ejemplo tenemos:

lim ar [, = lim [(%)3. (n—1)-n-(2n—1) |

n—>0 H—>0 6
— lim [1 2n3—3n2+n]: 1
n—0 6 n3 3

lim aRx)= fim [(Ly m(nvD)cznen)

n—0 n—o0 6
= lim [1 2n3+3n2+n] _1
n— 6 n3 3
O sea, L1=Lz=§.

Conclusion: T es medible y a(T)= é
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9.15 Actividades

» Dom.f=[a;b]=1
» P > patticionde I; P={xp=a; x;; X5, X3, ..c..; Xijooos X,= b}
Ax; =x ;- x ., = amplitud del subintervalo I; - [ xj,;x;].
c¢; = punto del subintervalo I;

S(f:P;Q) > SUMA de RIEMANN ; S(f;P; Q)=

>
>
» Q - seleccion de ptos compatiblescon P ; @ = {€; €25 €35 eevee 3 Cj3eeeee Cn
>

INTEGRAL DeZmicio’n: = S(f:P;0Q) (cuandoel limite existe)

(de una funcion
en un intervalo)

1) Para la funcion fadjunta se pide:

a)dadas Py Q en[0;3]; 9
PZ{O,'I,'Z,'3} 5
0 ={%; 3/2;5/2}. \':”\_ flarp)
controlar que @ sea compatible con Py, ;
leyendo del graf., calcular S(f; P ;0 ). 6 \\
Indicar que representa el valor obtenido. 5 ]
b) dar una aproximacion por defecto de 4+9
I=I;f(x)dx, tomando n =6 . 33
*Sug: tomar c; tal que f{(c;) =~ min fen I; %_,_
¢) dar una aproximacion por exceso de %"-
Izr f(x)dx, tomando n =6 8.3
0
i 2.50.5 1.5 2 2.5
*Sug: tomar c; tal que f(c;) = max fen I; 1 //
115
3 e
d) para IZL) f(x)dx ; %5 /
i ) dar una cota inferior y otra superior 3 q
de L. al”
- 3 4.5
ii) si T*=[" f(t)de: jesT* =17 5
0 L= =
porqué?.

iii) si I** ZI; f(t)dx: jes I** =17; porqué?. (Sug: calcular I** aplicando
prop; de integy)

e) En el proceso de llenado/vaciado de un tanque indicamos con V al volumen de
agua en el tanque y con v, ala velocidad de variacion de V en el tanque. ([t]= hs ;
[VI=1s.; [v]=Is./h ).S1 V=V(t), Vo=10 y v=frp, entonces:

i) ferap . (€S €l graficode V'(1)?; 'V, ;jesuna primitivade v ?, porqué?.

ii) { AV(315=V(3) - V(0)?. Aqui, ;se puede calcular AV 3y con esta diferencia?;
porqué?

iii) Dar una estimacioén del “resultado 6 efecto total” del proceso de cambio
dentro del tanque al cabo de 3 horas de haberse iniciado el mismo.

iv) Si me informan que Jj f(t)det=-2,2 , ;puedo calcular V(3)?, ;es V(3)=17,75?
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f) En el proceso relativo al movimiento de una particula P sobre una recta,
indicamos con x = posicion de P sobre la_recta 'y v= velocidad de_ P.
([x ]= ms., [t]= hs.)

Six=x(t), xo=1 y v=Ffemp, entonces :

i) ferap, (€5 el graficode x'(t)?; x, (es una primitiva de v ?, porqué?.

ii) (AX( 3 ns) = X( 3) — x( 0)?. Aqui, (se puede calcular Ax (3 con esta
diferencia?; ;porqué?

iii) dar una estimacion del “desplazamiento total de P> al cabo de 3 horas

de haberse iniciado el movimiento.

iv) si me informan que J‘; f(t)det=-2,25;;puedo calcular x(3)?, ;es x(3)=- 1,257

v) Realizar un bosquejo de la trayectoria de P durante las 3 primeras horas de
movimiento.

4 3 2

g) Si me informan que P(t) = t——t——9t—+ 9t es una primitiva de figrap,

4 3 2

explicar porque este dato permite:

i) darla ley de f por medio una formula. Obtenerla.

ii) calcular con exactitud el valorde I= J.; f(t)de. Calcularlo.

iii) dar la ley de V (t) por una formula. Darla.

iv) dar la ley de x(t) por una férmula. Darla.

Primitiva

Definicion: dada f definidaen[a;b];

(de una funcion
en un intervalo)

P es una primitivade fen [a; b ]SSP (x)= f(x),Vxe[a;b
]

Las primitivas son > una herramienta para el cdlculo de
integrales.

entonces
= P(b) — P(a) (Regla de Barrow).

Las primitivas son > una herramienta para el cdlculo del
resultado o efecto total de un proceso de cambio a v cte
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€ 9

2) a) Cada una de las funciones “g” de la columna (II) es “primitiva” de alguna
funcién “h” de la columna (I). Se pide unir cada funcién de la columna (I) con
su primitiva.

() (I1)
1) h(X)=3senx-wzsx a) g(x)=4e™
zz)s Xh (x) = 72+ sen x. b) g(x) = - (3 cos x +1/2 senx)
3) h(x)= 2 ¢) g(x)= In(x-3) - In (x-2)

x— +5
4 h(x)=8e¢™ d) g (x)= 3senx+ 1/2 cos

X

5 h()= 5 ¢) g(x) = Yax — Y .cos (2x) +3

senx

6) h(x)= 3cosx- —

) gx)=In(x-3)+x+ =

b) En cada caso que esto sea posible, calcular J;h(x) dx aplicando la Regla de

Barrow.

* Conocer o saber obtener primitivas de una funcién f continua en un intervalo

[a;b], permite transformar el célculo de la integral, I b f(x)dx , en una simple
a

resta (regla de Barrow). En lo que sigue, y dado la utilidad de esta herramienta,
trabajamos sobre el concepto de “primitiva”

3) Verificar por el método mas simple las siguientes afirmaciones. Dar luego tres
primitivas de f'.

a) P(x)= % .x - Y .sen (2x) + 3 es una primitiva de f(x)=sen”x, Vx e[a;b].

b) P(x)= In(1+ 7]) es una primitiva de f(x)z%, Vxe[a;b], tal que 2;3¢
X“-5x+6

2—-x
[a;b].

¢) P(x)=1In|x| es una primitivade f(x)= £ . Vxe[asb], tal que 0 ¢ [a;b].

d) P(x)= éarctg (g) es una primitiva de f(x)= %, Vxelasb] y V a#0.

a‘ +x
2
e) P(x)= %arcsen(g)Jré(x.\/aZ —x2) es una primitiva de f(x)=\/a2 —x?,

Va#0 y Vxelab] < [-la] ; |a] ]

4) Hallar por prueba y error la primitiva F de f que satisface la condicién que se
indica. Verificar.

a) f(x)= 5x"-3x : F(0)=4
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b) fe)=1- L 5 F(1)=0

1+x°
¢) f(t)= e +sent ; F0)=-2

. A
d) = ferap adjunta  ; F(0)= 1 2 Serap

F continua en [0; 3].
d 1 2 s
5) Hallar por prueba y error g si se sabe que:

a) g ()= Y Jx.x" ; g(4)=5
b) g"(x)= l/x ;x<0; g(-1)=5
0 g (= x"+x+L S e)=1
d) g7 (x)=2x+1 ;2 0)=1Ly g(1)=0

e) x=g(t) y g eslafuncidn de posicion de una particula que se mueve en linea

posicién inicial x, .

f) x=g(t) y g eslafuncién de posicion de una particula que se mueve en linea

posicién inicial x, = 9 (ms.)

* CALCULO de PRIMITIVAS de f > P/ P=f

En lo que sigue procedemos a sistematizar el célculo de primitivas. Para ello vamos a:

1°) Construir una tabla de primitivas “inmediatas” (aquellas que se obtienen por
“prueba y error”)
2°) Estudiar métodos para obtener primitivas, cuando las mismas no sean
“inmediatas”. Estos son:
I) Descomposicion
IT) Sustitucion: (II-a) Directa; (II-b) Inversa.
IIl) Integracion por Partes

IV) Descomposicion en Fracciones Simples

INTEGRAL “Indefinida” | Definicion:

J'f(x)dx=P(x) +C /CeR, Pprimitiva de f.

(o sea, simbolo usado para indicar todas las primitivas de f)




TABLA de INTEGRALES INDEFINIDAS “Inmediatas”

* Completar la siguiente “tabla” procediendo por “prueba y error”:

(%) P(x) If(x) dx= P(x) +C

1 (x) [ax=x+C

X7 oo -1

a® (a>0)

s€n X

COS X

1 1
= +
5 (arc tg X) '[]+x2 dx =arctgx +C

Método I: Descomposicion —-> J[a f(x)+b. g(x) =a J-f(x).dx+ bj-g(x).dx

6) Resolver usando el método de descomposicion y la tabla de integrales
inmediatas.

a)_[(5x4+12x2)dx i) (1 +tg’x) dx

b)j[(x—z)2+4x—3]dx D

C)IM%_S-"X k)
x ) e*(1+2e %) .dx

d)j[{f++ J dx

e)J' Jxo(x—+/x+1).dx

cosx n)

f)J (3 senx - ). dx
g)J' 3x.senzx—(1—cos2 x).dx 0)

S€n2X
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Método 11: Sustitucion

II-a) Directa:

[feetxngxias = [rawdu =
( )=u Ptalque
g (x)d)“d“ P(u)=f(u)
7) Calcular :
1
[ Ix+3dx
1
72 a) I2x+3dx b) J'_4x_ »
2x+5 3x? +4
7.3 a)| ——— = dx b
)'[x2+5x+1 )Jx +4x
[ ! d. ]
74 Y| 2 Y b) 5 dx
I+ J 25+
75 @) .2.e2~x+3 dx b) ._5.61—5x.dx
7.6 @) [ esn-% cosx dx b) [ o243 5 ix
77 @) [ cos(x3 ).3x? dx b)IM_dx
° X
78 @ [(x2+3x)7(2x+3)dx p) Iﬂnx}z dx
' X
c Sx? 1243
0w S 0

P(u)+C=Pg(x))+C

Tabla Integrales “Semi -
Inmediatas”

j]dx=

x+b

J‘ 1

ax+b
p - polinomio

p(x) , _
o)

) 1

3 dx=

2

Ta  +x

em.x+h dx=

i e8(%) g'(x).dx =

J cos(g(x)).g'(x).dx =

| Cax))* ' (x).dx =

g'(x) _
o) "

J

8) A) Calcular usando el método de sustitucion directa o tablas de integrales
(inmed. 6 semi-inmediata). Verificar los resultados obtenidos mediante derivacion.

a) I(x2 +6x—2)20 (x+3)dx

b [(2ea
O [ ax
e

o [rets

h)j
1)_[

]+ex'dx

¥ +4x5 +x

.dx
x0 +6x% +3x% +2

J) jcoszx senx dx

k) jcoij dx
b [
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f) Jrcosx senx dx m) I sen’x dx (aplicar:sen® x=2-2 cos(2x) )
g)J /9 —3x dx n) I[cos(Zx)+x. cos(x? ). +cos{x—2)]dx

B) Para las f del item (A) calcular JZf(x).dx aplicando la Regla de

Barrow, en cada caso que ello sea posible.

C) El “método de sustitucién” consiste esencialmente en un “cambio de

variable”. Asi, para calcular una integral ('definida’) con este método, no es necesario

volver a la variable original.
Verificar la validez de la siguiente formula para el cambio de variable en la integral
('definida’) suponiendo que se conoce P, una primitiva de f.

b , g(b)
J, F(egax = [* " sou).du= Pa(b)~Pis(a))

g(x)=u

n/2 n/2
* Calcular de esta forma: I() senx cosx.dx; I sen(2x—).dx;

dx .

J‘ﬂ/z cosu J’I x2 +4x3 +x
du ;

0 senu—4senu+4 0 x0 +6x% +3x?+2

D) Verificar que las siguientes integrales no se pueden calcular por sustitucion

directa.

2
I\/4—x2 dx ; I 2] ].dx; J.se:x.dx ; _[ex dx
x —
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Método 1I: Sustitucion
II-b) Inversa:

Jvf(x).dx - J fOR(e)k (e = P(t)+C=P(k™!(x))+C

x=k(t) P tal que
dx=k"(t )dt P’ =( fok)k

* /Qué condiciones deben darse para poder realizar una “sustitucion inversa”’?

9) A) Establecer un intervalo donde la integral indicada exista. Calcular luego la
integral usando el método de sustitucion inversa. Verificar los resultados
obtenidos mediante derivacion.

a) I J4-x?dx ; x =2sent (dato: Jcost. dt = %t + V. sen(2t) )
1
b)_[ .dx ; x=sent
x/]—xz

x=3sent

of 1 a
x9—x2 . ’

2
d) j Y dx ; x =sent (dato : Jsen’t.dt = %t - Y. sen(2t) )

\/]—xz

B) En este caso tampoco es necesario volver a la variable original para
calcular la integral ('definida’) aplicando Barrow ya que, supuesto que se conoce P,
una primitiva de ( f, k). k* wvale la siguiente formula para el cambio de variable por
sustitucion inversa (x = k(t)).

b d ,
I flehaxe = L FCk(1)).K (t)dt= P(d)— P(c).

a

x=k(t)
-t =k~! (x)
c=k~1 (a)
d=k~!(p)
2 0,5 1 0 1
* Calcular de esta forma: I J4-x?.dx ; I dx J‘ .dx
0 0 \/1—x2 —0,5 \/I—xZ

* Justificar la siguiente igualdad con un argumento “geométrico’:

J'0,5 ] d 2"‘0’5
B .aAX =z 0

1
—_— —.dx
0.5 \1-x? J1-x?

C) Verificar que las siguientes integrales no_se pueden calcular por
sustitucion (ni directa, ni inversa):

- 2
Jx senx dx ; J‘ ! Jdx; J SN dx ; J‘ex dx
x? -1 X
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Método I11: Integracion por Partes J-u.dv =u.y— J'v.du

10) A) Calcular usando el método de descomposicion y la tabla de integrales
inmediatas 6 semi-inmediata.
Verificar los resultados obtenidos mediante derivacion

a) J xe™ dx p) cos’xdx

b) | X’ e* dx 9
r) cos(lnx)dx

sen” (x-1) dx

x e2* dx
S) In x dx

2
x? .cos x dx t) x.In"xdx

u) x*Inxdx

) J
d) J X .sen x dx
e) J
f) J X .cos’ x dx
v) arcsenx dx

g) \ e* sen x dx

h) J X.\/mdx W) x.arctg x dx

X) (sustituir: x = t*)

B) Calcular _[: f(x).dx para f del item (A); en cada caso que se pueda aplicar la

Regla de Barrow.

C) Verificar que las siguientes integrales no se_pueden integrar_“por_partes”

2
j L ax ; J‘senx.dx ; jex dx
x? -1 X

Método IV: para funciones racionales = J f(x)dx con f(x)= % (r; q polinomios)
El método de desarrollo en fracciones simples, permite integrar cualquier funcion

racional.
No estudiaremos este método en forma exhaustiva, pero profundizaremos lo suficiente

para mostrar como cualquier funcion racional se puede integrar mediante reduccion a
las formulas basicas:

_[x".dxzix'”%c (n#-1); Ii.dx=ln|x|+c;
n+1 X
1 _ . 1 _ 1| x-
Il+x2 Jdx=arctgx +C ; Ixz_].dx— jln il +C
* Una funcion racional ;’;3 se dice “propia” siel grado de p es menor que el

de ¢q.
* Asi, en la integracion de funciones racionales, tenemos una primera cuestion a
resolver:
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dtvtdtendo encontramos pohnomlos t(x) y px)/
ftx) = —>grr <grq po > ST
= =1(x) +i P oarp < grq

desarrollando en fracciones simples , reducimos a las formulas
basicas.

Desarrollo en fracciones simples

Dada la funcion racional “propia” f;;;j (grp < grq);
donde grg=mn y ¢ tiene m raices reales y distintas (m < n), x;, X2, X3
yerrrrans , Xm ; €xisten n nameros reales Az, Az, ceeeeeeerennns , Ay, tal que:
........ B L a(x): lineal; c(x):
a(x) (x— x1) (x— xz) c(x) (x—Xpm) ) )
cuadratica

* Luego, dada la funcion racional propia, si hace falta, realizamos su desarrollo en
fracciones simples e integramos. Las integrales a la derecha del igual son o pueden
ser reducidas a formulas bésicas.

11) Calcular (grp<grq) Formas Bidsicas:
b)
1 1
. I :J‘i =
1D “ Ix+3dx j ! dx : x+bdx
x—5
b)
X X
11.2 _— _ : dx =
) @ Ix+3dx ,"—4x+8dx L2 .[ax+b .
a) b)
2x+5 3x2 +4 p(x)
11.3 = dx = d I II dx =
) J‘xz+5x+] jx3+4x ~ 2 pex)
b)
1 1 1
11.4 aI dx J.i dx I :J‘i dx=
) x2+9 4x? +16 * x? +a?
b)
1 1
11.5 a)_[ J. dx I I dx=
) x< -1 x< -9 ’ x?—a?
2
e I x?+5x436 I,: j ___px) dx
(x2_4)(x2_9) x? +bx’ +cx° +dx+e
(4 raices reales #s)
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11.7) i
a) J.(x—4)3.dx

2
1
11.8) @ T :
) I(x—Z)(x—])3

b)

1
Jd.
J.(x+2)2 *

Ifﬂ A A A5 A }dx

X-X] X—X2 X—X3 X—X4

1
I: | ————dx =
’ J‘(era)”

(n #1)

Is: j p(x) .dx = (una raiz
s x¥+bx3 +ex? +dx+e (

triple)

A A A A
j Ly 22 4 5 4 = } dx
(x—x1)>  (x-—x;)? xXI X7y

11.9) b) ———> trab.alg. + 1
ox4+5 d (X.x+B Laio 3
tl) x2+4x+5- X° +4x+ ax +bx+C l :0’ Completar
i cuadrados
(b-4ac<0) .
B TR
Y (x+h) tk
* p(x). dx _
11 ,[ p(x). dx J(ax? +bx+c)(x+d)
(x? +4x+5).(x~1) { Ajx+ Ay | 45 }dx
(B-4ac<0) ax’ +bx+c (¥+4)

12) A) Calcular usando el desarrollo en fracciones simples.
Verificar los resultados obtenidos mediante derivacion

a) Zx;“;.dx
Y X +4x-5

Y x“ +4x+4
) dx
Jox? 42x-12

. 2
d) 3x° —10x—4 Ldx
I x3 —x? —4x+4

e) .L_]_dx

¢ x3 —x2
2
ﬂJ' x° +4 dx
(x=2)(x?—-4x+4)

2
x‘+3x-2
g).[ .dx
x? +x3 -5x? +3x

W[ 22 gy
Y x‘—-x-2
‘2x3—12x2+23x—17_dx
J x? —3x+2

6.x dx

i) C (x=D(x>+1)

J' dx

K) ¥ x? +6x+10
(2x+ 3)dx

Y x?+6x+10

3
J. d .dx
m) J x? 4]

1
T B
n) Ix"—M

1
B) Calcular J-O f(x).dx para f del item (A); en cada caso que se pueda aplicar la

Regla de Barrow.
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C) Las siguientes integrales, ;se pueden integrar wusando el desarrollo en
fracciones simples?

'[senx.dx ; J.ex2dx
x

..... y se terminaron los “métodos”.

(Qué pasa con estas funciones?, ;son integrables? Investigue esta cuestion.

13) Calcular [ sen®x dx usando la siguiente “formula de recurrencia”:

n—1

-1
I, = fsen"x dx =1, = —sen" x cosx +
n

“formula de recurrencia”

; f dx J‘ ny g ; 1 sen* 4 n—2 | -
= = = =
n I sec™x dx n — _ (n=2)

15) Calcular utilizando el método que mas convenga:

a) [Vx (x? +1)% dx

senx

b) f Vcos x

X arcsenx
) [—F—

V1—x2

d) [V2x +1 dx

)fx+x6

f) fsen3x dx

cos2x

1+tg2Vx
g) [ H\‘/g; = dx
h) [ x~2 sen% dx

D.f;?:ff___

x2—x+1
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2_.,2
j) [ ——dx

u

K) [ x arctgx dx
) [In(3t —2)dt

m) [ arcsen(2x — 5) dx

n) |

2Inx -3
0) f(1+ln2x)x dx

4 2
t —x

dt
tx

d
P s

x3
D J = dx



10— Aplicaciones de la Integral

10.1 Problemas que resuelve la Integral: f: f(dt

La integral es una herramienta que permite resolver problemas de muy distinta
naturaleza (fisicos, bioldgicos, geométricos, etc...). Para estudiar esta cuestion resulta
util recordar que el proceso de integracion admite tres “representaciones” distintas:

a) simbdlica ,

b) verbal ,

¢) grdfica.

n
b
a) D f(c;)Ax; [ f(x).ax
i=1
b) el resultado “aproximado”
del cambioen [a; b ] al “cambio total” en [a; b ].
0
la suma de las areas
de los rectangulos r;, al areaT .
(area de r). T region bajo la graf f (f def. positiva)
c) t A X
r 7
- f / I
Lo
! r T
a;x; . b=x, a b

El item (b) resume dos de los problemas que resuelve el célculo integral: cdalculo del
resultado o efecto total de un proceso de cambio y cdlculo del drea de regiones con
contornos curvos.

Respecto al problema del area hasta ahora s6lo hemos dado respuesta al caso particular
de las regiones que llamamos ‘“trapezoides”; o sea, las determinadas por una f “definida
positiva”. Resta entonces resolver este problema para otro tipo de regiones planas; por
ejemplo, aquellas determinadas por una funcion f definida negativa (f(x) <0, V x € [a; b])
0 que cambien de signo en [a; b].
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Ejemplo: dada f(x) = -5 con dominio en el intervalo
[2; 6], calcular el area de R, region determinada por la
graf. f y el eje x.

Evidentemente, y por geometria elemental:
a(R)= base x altura = 4x5 = 20.

También por geometria elemental,
a(R)=a(T) (T trapezoide determinado por -f').

6
Por otro lado, -f es definida positiva = a(T) =L(—f(x))~ dx =5x(6-2)=20.

6
Conclusion: a (R)= L(—f(x))- dx
Si para f(x) =-5 calculamos j 26 f(x)-dx, tenemos que:

J-6f(x)'dx = J‘6(—5)-dx = —5x |6 = -30 -(-10) = -20
2 2 2

Conclusiones:
*s1 f es positiva en todo el intervalo la integral da por resultado un nitmero positivo.

*s1 f esnegativa en todo el intervalo la integral da por resultado un niimero negativo.

b
Asi, para f negativa: a(R) # I f(x)-dx (pues a(R)>0 y laintegral negativa).
a

> f definida negativa en [ab]; el area de R, region comprendida por la graf. f y
i el eje x se obtiene integrando (- f), la funcion opuesta de f.

Va
a®)=a (M = ['(~f(x))-dx.
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i [ fcambia de signo en [a,b]; el area de R, region comprendida por la graf. f y el eje
i x sc obtiene subdividiendo el intervalo en cada punto donde f cambia de signo;
i calculando las areas de las regiones en cada subintervalo donde el signo f permanece :

i constante; sumdndolas.

Osea; R=R; UR,
Area R = area (R UR,)=areaR;+areaR ;

Por lo visto: a (Ry) = r f(x)-dx
a

b
a(Ro) = a(T) = [ (~f(x)-dx

Luego: AreaR = a(R;)+a(T ) = Icf(x)-dx + Ib(—f(x))-dx
a C /

, ¢ Y b
AreaR = a(Ry)+a(T) = L|f(x)|-dx " L|f(x)|-dx

b
Finalmente: areaR = I |f(x)|- dx
a

X Area de la_region determinada por la grafica de una funcién y el eje x

Los tres casos vistos para el calculo del area de R, region comprendida entre el grafico
de una funcién f definida en [a;b] y el e¢jex, pueden resumirse en uno ya que, en
cualquier caso, el area de R_se obtiene calculando la integral entre ayv b, del valor

absoluto _de f

| fl=f
—A—

e f definida positivaen [a;b] > a(R)= J:f(x).dx = Jj|f(x)|.dx

e f definida negativa en [a;b] > a(R)=

| fl=—=f
—A

[[crenae =" P17 (0).ax

e f definida en | a; b] > a(R)= Ij|f(x)|.dx

Ejemplo I:
Graficar R, region determinada por f{x) = 2x+1 y el eje x, si Df = [1;3].

Hallar al area de laregion R. /

3 >0 s 3
a(R) = L f(x)dx — L F(x).dx = L (2x+1).dx =10

v
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Ejemplo 2:

Graficar R, region determinada por f{x) =x*-2x yel ejex, si Df=[0;2].

Hallar al area de la regiéon R.
<0

2 2
aR= [ [f(x)ldx = [ (~f(x).ax=

2
= L—(xz —2x).dx = 43

Ejemplo 3:

Graficar R, region determinada por f(x) =sen x yel ejex, si Df=[0; 2nx].

Hallar al area de la region R.

27 2rn
a(R) = Io | f(x)|.dx = Io |sen x|.dx

T 2n
= Io |sen x|.dx + I |sen x|.dx
T

b 2n
= L) senx.dx + I(—senx).dx =4

T

2n 2n
Nota: Observar que, IO senx.dx = - cos x

0

Ejemplo 4: dada f(x)=-x +5 con Df =[1;8§]
8
a) calcular L f(x)-dx

A

A

R

(x) =sen x

N

=(-cos2m) -(-cos 0)= -1+1=10

b) calcular el area de R region comprendida por la graf. f y el ejex.

¢) Comparar los resultados.

8
W2
i+5x
2

8
W [ fooav= [ (x+5)de =

Barrow

8
b) areca R :L | f(x)|-dx

5 8
4reaR = Lf(x)-dx n L(—f(x))-dx =

_ g L9 2

2 2

* En este caso, donde f es lineal, podemos calcular
mas rapido y facil acudiendo a la geometria
elemental. Asi, subdividimos convenientemente el
intervalo y calculamos el éarea de los tridngulos
formados.

R=R, UR; = a(R)=a(R;)+ a(R,)

= (-32+40)—( 5 +5)=

7
2

[
»

v
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a(R)) = % (basexalt) = 2(4x4)=8

a(Ry)=a(T)="(basexalt)="(3x3)=9/2

a(R)=a(R)+ a(Ry)= 8 + §= ?

¢) Conclusion: Lsf(x)-dx # a(R)

> Area_de la_regién determinada por la grafica de dos funciones f v g.
Sean f y g dos funciones definidas en el intervalo [a;b] y tales que f(x) < g(x) V x €
[a;b].
En este caso queda determinada una region plana R ; definida como sigue:
R={(x;y)/ a<x<b; f(x)<y <gx}

Teorema

Dadas : * f y g dos funciones integrables en [a;b] y tales que f(x) < g(x) V x € [a;b];
* R laregion plana determinada por f 'y gen [a;b];

b
entonces: a (R)= ja [g(x)—f(x)]dx

Demostracion: la demostracion se divide en dos casos:

Caso I: 0< f(x)< g(x); Vx € [ab]

Caso 2: f(x) < g(x); Vx € [a;b]

Caso1: 0< fix) < g(x); Vx €[ab] (osea, ambas funciones definidas positivas)

Sean: T;={(x;y)/a<x<Db; 0y <gix)} “T g
1 ] ‘\::\\
T,={(x;y)/a<x<b; 0<y < fix)} \(a:f \\\
R={(x;py)/a<x<Db ;0<f(x) <y <g(x)} R
Luego: T, Ty 2 R=T; - T, ?‘t )
:.\~ /.
a(R) =a(Ty) - a(Tz) 1:: L
'i;T.‘;z'iziziz;zgsisisifis
.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:}

b b .
a(R)=Lg(x)-dx-Lf(x)-dx; (f y g positivas) a b

a(R) = j : [2(x)— f(x)]dx 5 (por linealidad de Ia int)

v
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Caso2: fix) <g(x); Vx e[ab]
Sea: R={(x;y)/as<x<b; fix) <y <gx)}

Luego, existe k € R tal que:
0<fix)+k <gx)+k ; Vx e[ab]

T={xp)/as<x<b;0 < fix)+tk <y <g(x)tk}
Y estamos enel Caso1l; o sea,

b
a (M= [ '[(a(x)+k)=(f(x)+k)]d:
a (0 =]"lg(x)- fx)]ds:

Como Ry T son la “misma figura” pues al
trasladar las funciones en un valor k£, lo que
hacemos es trasladar la region R un valor &
“sin deformarla”; tenemos que:

a(R) = a(T)
b
a®) = | [e(x)-f(x)]dx

Nota: en definitiva, cualquiera sea el caso el drea de una region comprendida entre dos
funciones se calcula haciendo la integral de la funcion de ‘arriba’ menos la de ‘abajo’.

g+k

10. 2 Un problema de la Fisica que resuelve la Integral: “trabajo”.

=v

Basandonos en la Fisica elemental, podemos determinar el “trabajo” (W) realizado por una
fuerza para mover un cuerpo en linea recta. Para una fuerza en la direccién del movimiento y

de magnitud constante la féormula correspondiente es: W = fuerza (cte) X desplazamiento.

Vimos luego (pags. 34-35) que si la fuerza no es constante, el trabajo se calcula acudiendo a
un proceso de integracion, el trabajo realizado por F en [a;b] se obtiene de hacer:

It b
Wiass = [im D F(c)xax; = [ F(x)-dx

Pl>0 i=]

10.3 Otros problemas de la Fisica que resuelve la integral: “cambio
total” 6 ‘“variacion total” en un proceso de cambio a velocidad variable

El 2°TFCI permite concluir la Regla de Barrow; regla que proporciona una forma
practica de evaluar la integral para toda f continua en [a,b] que admita primitiva

elemental P, en [a, b] .

[l xpax= P(b)-P(a)

Como P’ = f, reemplazando en la férmula anterior tenemos:

b /
LP (x)dx= A})[a;b]
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Con esta formula confirmamos todos los supuestos hechos al inicio de este tema vy
concluimos el:

© TEOREMA del CAMBIO TOTAL

“la integral de la razon de cambio es el cambio total”

En principio, se puede aplicar a todas las razones de cambio en las ciencias naturales
y sociales.

» Si V esel volumen de agua en un tanque en cada instante t , entonces su
derivada ¥V’ es la razon a la que estd variando el volumen de agua en el tanque en el
instante t y, por lo tanto,

Ltf V'(t)dt=V(ty )=V (t; )= AV],, 1, ]

“cambio total” de la cantidad de agua en el tanque entre ¢; y ¢, (6, “variacion total”).

» Si P indica la cantidad de individuos o “poblacion” de cierta especie en
cada instante t, entonces su derivada P’ es la tasa de crecimiento (o
decrecimiento) de la misma . Por lo tanto,

jt’: P'(t)dt= P(ty )=P(t,) = AP}, ., ]

“variacion total” en la poblacion durante el periodo comprendido entre ¢; y ¢,.

» Si M es la masa producida en una cierta reaccion quimica en cada instante t;
su derivada,
M’ = v, la velocidad de reaccion. Por lo tanto,

L’Z M'(t)dt= M(t, )-M(t; )=AM

“variacion de masa” producida entre t; y (0, “ masa acumulada”).

2 ; con = y [v]=ﬁ

Ejemplo: sea v=——""—— V=
(10-2¢ )2 dt seg.

4
Luego Iov( t).dt =AM o,y = M(4) — M(0); variaciéon de masa producida a los 4

segundos. Para calcular esta integral basta hallar una primitiva P cualquiera de v, es
decir, esta no tiene que ser necesaria y exactamente M.

4
1 =l—l=i=0,40 (mg.)
10-2¢1p 2 10 10

‘M(4)? > M(4) = AM—-M(0) = 0, 40-M(0) (para responder necesitamos un dato: M(0)).

AM=[Yv(1)dt= P(1)]} =

> Si la masa de una varilla, medida desde la izquierda hasta un punto x, es
m(X) , entonces m'(x) =08(x) es la densidad lineal (masa por unidad de longitud)
en cada punto x.

b
Por lo tanto, L m'(x)dx= m(b)—m(a)=Am,cs la masa total del

segmento de varilla comprendido entre x=a y x=5b.
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> Si un objeto se mueve a lo largo de una recta con funcién de posicion
x =x(t), entonces su velocidad es v(t) =x"(1t).

t
Por lo tanto, Itzx'(t).dt= x(ty )=x(t; )=Ax,es el “variacion total en
1

su posicion” 0 “desplazamiento total”, Ax,entre t; y t,.

(*) En este caso, si la velocidad cambia de signo en el intervalo de integracion, hay que tener
sumo cuidado en la interpretacion del resultado; recordar que “desplazamiento total” y
“distancia” recorrida por un movil en un cierto intervalo de tiempo [ ¢;; ¢ ]; son dos
nociones distintas. Una resulta de integrar la velocidad, v; la otra, de integrar la
rapidez, | v |.

Ejemplo: Una particula se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada
instante t es v(t) =-6t*+18t (m/sg. );

(a) scuanto se desplaza esta particula en cada uno de los periodos de tiempo que se
indican a continuacion: 0< t<2; 0 t<3 ; 0 t<4:;0<t<4,5; 0< t<57

(b) ;qué distancia recorre en cada uno de tales periodos?

(a) Desplazamiento de la particula en cada At.
2
0<t<2 > Ax = jo(—6t2+18t)dt=20

0<t<3 > Ax

J'j (— 6t +18t)dt =27

4

0< t<4 > .

(=]

Ax (~6t2 +18t)dt = 16
0<t<45 > A = J.4’5 (—6t2+18t)dt 0
Ax = [l (o +ist)

5
0< t<5 > = .[0 6t% +18t)dt = - 25

@ (Como se entienden estos resultados?; ;puede la particula desplazarse “menos” en
4 seg. que en 3? ; ;puede ser Ax =0 ?; ;puede ser Ax<0?
* el signo de la velocidad tiene una interpretacion fisica concreta: indica el sentido
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En este caso v(z) =- 6t >+ 18 t . Luego, si suponemos que el eje del movimiento es una recta
vertical; que la orientacion positiva del mismo es hacia arriba; tenemos que:

* v()>0 en [0,3) > la particula sube entre [0, 3];

*v(3)=0 - la particula cambia el sentido del movimiento, a los 3 seg.

* p()<0 en [3,+o0) > la particula baja a partir de los 3 seg..
Luego, y recordando que Ax= x(tr) — x(t,), los resultados obtenidos tienen total sentido.

* el desplazamiento alos 4 seg .(Ax=16) es “menor” que a los 3 (Ax=27) pues la
particula “sube” hasta los 3 seg. y a partir de alli comienza a “bajar”.

* Ax = 0 indica que la particula, “bajando”, a los 4,5 seg. ha llegado al punto de
partida (x = 0)

* Ax< 0 indica que la particula, “bajando”, ha sobrepasado el punto de partida.

¢ Como verificamos?: un camino, a través de la funcion de posicion de la particula, x = x

().
¢ Como obtenemos x = x (t)?2: recordando que x(t) es una primitiva de v('¢) = - 6t 2+ 181¢;

Calculamos para un “t” genérico:
t
Axo;q= L, v(t).dv= jo’(—srz +181).dr=—2t3 +9¢2
Axpo.q = x (1) - x(0) = Xx(t)- x(0)=-2t3+9t2

Concluimos que: x (t) = -2t> +9t* + x(0) —sr=0)=5— x(t)=-2t> +9¢ +25

b) Distancia recorrida en cada At.

2
0<t<2 > doo = Av= jo (~6t2 +18t)dt = 20 (ms.)

3
0< 13 > diy = Ax= [ (=66 +18t)dt=27 (ms)

3 4
0<t<4 > djo,41=djo, 31t dj3,4) = J‘ov(t)'dt+.[3 —v(t).dt=27+ 11= 38 (ms.)
3 4.5

0<t<45-> djo;4,51= djo, 31 T d[3; 4,5 =.[0V(t).dt+j3 —v(t).dt=27+27= 54 (ms.)

3 5
0<t<s5s > djo; 51 = d[o’ 31t d[3; 5] = J;)v(l‘).dt-f—J; —v(t)dt=27+52= 79 (ms.)
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10.4 Otros problemas geométricos que resuelve la Integral

10.4.1 Longitud de un arco de curva C.

* Dada una curva plana C de puntos extremos A y B, deseamos calcular la longitud de C.

C * (Como haria para “estimar” la
longitud de esta curva?

* (A que “herramientas” de la
geometria analitica acudiria a
tal efecto?

B (Antes de seguir reflexione un
instante sobre estas preguntas,
descubra que sus conocimientos
A previos lo habilitan a responderlas)

*Si C=r, unsegmento de recta de extremos A(X;;y1) ; B(X2;y2), sabemos resolver el
problema (Obviamente, previa introduccion de un sistema de referencia).

Ay | long. rag=d (A ;B) =
long. raAB :x/(xz _x[)z —(.Vz _yl)2

* En el ejemplo:
A1;2); B9 4)

*long. rag=d (A;B)

3--

long. r g = =

2--

* y tenemos un valor “apro .”

x de long. Cyp ( 8,25)

-1
* _82i C no es un segmento de recta, no sabemos calcular su longitud, acudimos
entofces a resolver el problema apoyandonos en el caso conocido (“longitud de un
segfento de recta’); o sea, acudimos a un “proceso de integracion”:

(1) qubdividimos el problema (en este caso, la curva C): la curva queda dividida en “n”
sub4rcos Ci.
(2)sRealizamos las aproximaciones parciales: reemplazamos cada sub-arco por un
segnjento, calculamos la longitud de cada segmento.

(3) thalizamos la apro i macion “total”: suma de todas las aproximaciones parciales.
(4)chlculamos el limite de estas sumas para la norma de la particion tendiendo a cero.

Proceso de integracion

(1) subdivision del problema

Tomamos “n+1” puntos de CAB

{Po=A; Py; Pyj...... 3 Pisceeeeenn ,Ph=B}
Estos puntos generan “n” subarcos :
CI ; CZ J eenneenns 5 Cl $ eeeeeeenee 5 Cn

>
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(2) aproximaciones parciales: aproximamos cada C; por el segmento que une sus

extremos.
long. C; = long. P_, P,
long. i =2d(P_;;P)

(3) _apro i macion “total”:
Si indicamos con P a la poligonal

determinada por los P;, tenemos que

long. C,; = long.P = i d(P_;; P)

i=1

(4) cdlculo del limite de la longitud de las polig

. =p:
[

i A=P,

-1

Def: decimos que el arco de curva C z es

ales.
“reﬂtiﬁcatble” si existe un numero “L” al cual se

acercan tanto como se quiera las longitudes de Tds poligonales P, cuando d ( P_;; P,) 20, V i.

Def: si Cyz es “rectificable” ,

* L= limzd(Pi—I;Pi)

P50 i=1

*a L lo llamamos “longitud de C ;3"

lonkitud de =

Hemos desembocado en un limite de sumas, por ende, en una integral; pero, ;como la

calculamos?

Y aqui se abre el camino ya que la funcién integrando depende de la forma como esté dada

la curva.

Tenemos asi dos casos:

Caso 1: C =graf f, f definida en [asb].

Caso 2: C dada por sus ecuaciones paramétricas; o sea, C={(x;y)/ x = x(t); y = y(t), te[a;b]}

Caso 1: C=graff, f definida en [a;b].

Introducido un sistema de referencia
los puntos:

{Po; P15 P2jauneee. 1 P,}
definen una particién de [a; b],

o D = {X,=a3; X135 X23 weeed Xjjeeeed Xn =D }
* Pi(xisyi) 2 PP =(Axi;Ayi)
e long.P = > d(P_;P)

i=I

n

Y4

P,

P,

a=x, X; X, X3 b= x4

long.P = d(P,-,,;P,-)=Z INx; +Ny; ;con Ax;i=xi-xi.1 Ayi=yi-yii

i=1 i=1

X
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e Teorema: Si f yf"son continuas en [a; b] entonces C = graf f es rectificable y vale:

b
longitud Cz = L = J‘aw/1+f’2(x) dx

n
Demostracion:  Por definicion: L= [jm Zd( P, ;P) ;
|P|=0 =g

n

2
Av:
osea; L= [im ) \/Azx +A%y;, = lim Y, 1+[ le Ax; (D)

|P|—0 ,—1 |P|>0 =1 Ax,-

Av
f continua y derivable en [a;b]> (Ter. Lagrange)—> ﬁ =f"(ci)concie (xir; xi) (I)

i

Reemplazando en (I): || g(x) = %JJ
2
Ay

L= ltmz\ [ j Axi = lim ), \/1+(f(0)) Axi=

\P\—%) i=1 P\—>() ;—1

- lim3 g(ci).Axi = lim S(g P:Q) - [ g(x).dx

P[50 77 P[50

b
Finalmente, reemplazando g: longitud de C = L = I . J1+f'2(x) .dx (q.e.d.)

Caso 2: C: | x=x(1)
tel[c;d]
v=y(t)
Trabajando en forma andloga a la anterior llegamos a L = [jm \/ A% x i +A? Yi
|P|>0 i=1
teniendo en cuenta que en este caso:
Axi=x(t)-x(ti1); itxl =x"(0;) con a; € (tii; ti) (teoremade Lagrange).
i

Ayi=yti)—y(tir); i‘]t;i =y (Bi) con Bie (ti1; ti) (teorema de Lagrange).
i

Concluimos que: longitudde C,z = L = J.dx X () +y(t) dt

10.4.2 Volumen de S, sélido de revolucion

Al hacer girar alrededor del eje x la region R comprendida entre la curva graf. f y el
eje x se genera un solido “S”, llamado “sélido de revolucion”,

Y A ) A

f é
> —
x a ‘
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Para obtener el volumen del s6lido S debemos acudir a un “proceso de integracion; o

sea: particionar el intervalo; obtener las “aproximaciones parciales”;

sumarlas y obtener

la “aproximacion total”. Finalmente, analizar si las aproximaciones totales para la norma
de la particiéon tendiendo a cero tienden a un numero. Si lo hacen, este nimero es, por
definicion el volumen del solido S.

Se demuestra que si f es continua en [a; b], entonces:

vol. S =

Ejemplo: dada f(x) =x en [0; 3] se pide:
*) graficar S, el solido de revolucion que genera la region R determinada por f .

*) calcular el volumen de S acudiendo al cdlculo integral.
y ¥)si se trata de un sdlido o:“cuerpo” cqnagido iverificar si el resultado obtenido

6 cc)1n01de con el ¢ con001do” de la ggqmetria anahtlca

s s

y : : : y

DT RN——— TR ST SA—-—-—- 4 : T ——

: : : h =ialtura =3

L : T

2= y.=X

j I, LG  [CRTRrrerey S TR SRR SEETR-TIITITIRTR ETMMRN RRN MORORR: N I
M Y TIIRIIRIRCY "PRRIITIT (ORI SITIRRT) SNTITRN RN SURCICRURURS COCRORORON RERON (PR, B TR '
—29 3
— 3= CONO ................
—a _a
—51 % Vi)l.con0§= —q.—5 - 91t v
—6 -6

3

—7 1 *) vol. cono =

|
—. ‘“area base” x “al’t’ura” =

_927“/
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10.5 Actividades: Aplicaciones de la Integral

1) Dadas las figuras planas que se indican a continuacion, se pide:
a) hallar el area de las regiones sombreadas con las formulas usuales de la
geometria.
b) Verificar luego el resultado hallado con el auxilio del Calculo Integral.

v

w
(V)]
>
v
(98]
b

y=-X

2) Las figuras planas que se indican a continuacion estan generadas por las funciones f,
g, hcon f(x)=-x; g(x)=1(x)+3 y h(x) =f(x)+ 4 ; ytodas definidas en el [3; 5]. Se
pide:
a) hallar el area de las regiones sombreadas con las formulas usuales de la geometria.
b) Verificar luego el resultado hallado con el auxilio del Calculo Integral.

A
y 4 A y

Y N

v

v
N

stlﬁSQ
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3) Las figuras planas T; Ty; T3 a continuacion estan generadas por las funciones f,
g, heonf(x)=-=x2+9; g(x)=f(x)-5yh(x)=1f(x)-9; todas definidas en el [0; 3].
Se pide:

7
»

A 4

y y y

v

v
v

a) hallar el area de T;; T,; Tz con el auxilio del calculo integral y verificar

que todas tienen el mismo area. Justificar este resultado.

b) Graficar la region determinada por f y -f enel [0; 3]; hallar su area:

Iro) con el auxilio del calculo integral.
2do) Aplicando propiedades de la geometria.
c) Graficar las regiones R;, R, y Rj simétricas respecto del “ejey” de T;, To y T
respectivamente . Hallar luego las areasde Si= TiUR;; i=1, 2, 3.
Iro) con el auxilio del calculo integral.
2do) aplicando propiedades de la geometria.

d) Para f, g, h definidas en [0; 3] determinar el o los valores de “c” del
Teorema del Valor Medio del Célculo Integral. Interpretar geométricamente el
resultado en cada caso posible.

e) Para f, g, h definidas en [- 3; 3], determinar el o los valores de “c” del
Teorema del Valor Medio del Calculo Integral. Interpretar geométricamente el
resultado en cada caso posible.

4) Si f(x)=-x3+8; gx)=1(x)-7; h(x) =1(x) - 8
a) Graficar las regiones T ; R; S respectivamente comprendidas entre el grafico de
f, g, h y el ejex y todas con dominio enel [0;2]. Luego, calcular su
area.
b) Graficar las regiones T, R y S, respectivamente comprendidas entre el grafico
de f, g, h y el gjex (y todas con dominio en el [-2; 2]). Hallar sus éreas.
Iro) con el auxilio del calculo integral;
2do) Aplicando propiedades de la geometria (en el caso de ser posible).
c) Para f, g, h definidas en [- 3 ; 3], determinar el o los valores de “c” del
Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.

Interpretar geométricamente el resultado en cada caso posible.
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5) Si con R representamos un circulo de radio 5, se pide:

a) Graficar el circulo en un sistema cartesiano ortogonal, indicar las funciones
que representan su contorno, escribir la region R en funcion de ellas.

b) Dar el area de las siguientes figuras planas a partir del area del circulo y
la aplicacion de propiedades geométricas pertinentes al caso. Luego, obtener
el area de las mismas pero a través del célculo intgral.

i) un cuarto de circulo.
iif) medio circulo.

6) Hallar el area de las regiones rayadas mediante adecuadas integrales definidas.

5

b)y4 y=-xr +6x-5

P

d) " y=x3-x

-1.25 -0.75 0.25 125

y=y

y=x+2 !

05

05 1 15 2 0
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7) Calcular el area de las regiones limitadas por:

a) f(x)=x’—4; gx)=-(x-2)"

b) y=cosx; y=senx; x=0; x=p.
¢) y=Inx; y=1; x=2e;, y=0.
d) fx)=0; gx)= x*—2[x|-3.

8) Parala funcion f cuyo grafico se adjunta se pide:

a) dar Ly,p e ILinr con n=16,

aproximaciones por
por exceso y defecto
respectivamente de

1= I:f(x)dx

Hacer esto aplicando un
conveniente  “proceso de
integracion” y  “leyendo”
del graf. f los valores que
necesite al efecto.

8
b) Calcular I=Io f(x)dx
para f(x)= /2x .

¢) Vo F: estimar el “orden”
del error cometido al

aproximar I con Igp e
Lins del item (a).

. Como haria para que estos errores, E = |I- I;y¢| 0 E = |I- Iin¢|, sean menor a 1/10?

1

9) Demostrar, usando un conveniente polinomio de Taylor que L}E e '’ dt ~ 0,4613.

10) Sea g(x) = f:f(t)dt, donde fes la funcidn cuya grafica se muestra:

a)
b)

Evaluar g(0), g(1), g(3) y g(6).

(Sobre qué intervalos g es
creciente?

¢) (Donde tiene g un valor
maximo?

d)

e)

Hallar la ley de g.
Graficargy g’.

11) Dada F: [1;5] > R con F (x) = L" (t3

dos caminos distintos

—3t2 —2).dt, se pide calcular F’por
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12) Dada F:[0;10] 2 R con F (x) = L?(3—t).dt, se pide:

a) Calcular F(3) ; F(4) ; F(6) ; F(9). Interpretar geométricamente los valores

obtenidos (si puede).

b) Calcular F’(x) por el camino “mas simple”.
¢) Graficar P; Q; R siendo estas funciones 3 primitivas de F’ (x) , tales

que: P(0)=2; Q(0)=0; R(0)=

-2’

Luego, indicar si alguna de ellas es igual a F.

13) Para la funcién f cuyo x
grafico se adjunta se pi@e: 4 p — —-\\\ v = f(x)
a) dar un valor aproximado de 2
.4 / X
a) |, f(x)dx 1 2 3 4\ 5 6 71 8
-2
* 5 \
ay) f(x)dx -4 \
Jo s \
* 6 \
az) o f(x)dx -8 \
.. 7 -10
ay) Jo f(x) dx -12
Hacer esto aplicando un -14 \
conveniente “proceso de -16 \
integraciéon” y “leyendo” -18
del graf.f los valores —20 \
que necesite al efecto. s \
-24

b) Dar una estimacion del area com
de los intervalos que se indican a -26
-28

¢) Sabiendo que el graff es el de _j,
¢;) hallar laley de f. 3

4 5
¢;) Calcular J'O f(x) dx ;J'O f(x)

2
dx ;.[0 f(x)dx ;JO f(x) dx; luego, indicar

si las aproximaciones obtenidas en (a) son por exceso o por defecto.

10

d) Calcular las areas indicadas en el item (b) e indicar el caracter de las

aproximaciones.

e) Si x =x(t) es la funcion de posiciéon de una particula que se mueve a lo largo
de una recta, y v su velocidad entonces v =x"(t) ([x]=km ; [t ]=hs. y[v] =km/ hs.
e;) Si v=1(t) se pide explicar que representa (y porqué) c/u de las integrales

en el item (c¢).

Sugerencia: tener en cuenta que v=1f(t) y v=x'(t); osea, que f(t) = x'(t);
aplicar el TEOREMA DEL CAMBIO TOTAL (para la funcion de posicion

x=x(t),v(t) =x"(1).

Ax = “desplazamiento total” entre t; y t, es:

n o,
Av= [ x(0)di=N, .

e;) Graficar la trayectoria de la particula si x(0)=2, hallando para ello x= x(t).

e3) Explicar qué representa cada uno de los valores obtenidos en el item (d).
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> Cambio total o variacion total en procesos a velocidad variable.
Para resolver problemas donde la incognita es el “cambio o variacion total”
ebida a un “proceso de cambio” tenemos un importan sultado teodrico en u
debid «“ d b tenemos un tante resultado te en el que

se tiene un principio valido tanto para razones de cambio en las ciencias naturales
como en las sociales.

© TEOREMA del CAMBIO TOTAL

En un proceso de cambio:

“la integral de la razon de cambio es el cambio total

De otra forma, si z = f (t) es la funcion que describe un proceso para cada t en [a; b]

y v la velocidad del proceso, entonces v=1(t) y Af, la variacion o cambio total
de f, es:

af = [P vdt= [ f@o)di=ar,,

En los problemas que siguen se sugiere tener en cuenta este teorema.

14) a) Si w'(t) es la razén de crecimiento de un niflo en Kg. por afios, ;qué representa
10
j JW(0dr?
b) Si se fuga aceite de un tanque a razén de r = r(¢) Its./min., ;qué representa
IIZO ()t ?
r . {
0
¢) Una poblacion de abejas se inicia con 100 ejemplares y se incrementa a razén

12
p’(t) especimenes por semana, ¢ qué representa Io p'(t).dt +100?

15) Si f'(x) es la pendiente de una cuesta
a una distancia de x metros del principio
de la misma,

10
Jqué representa js f'(t).dt?

16) Una particula se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada instante
t esv(t)=-6t2+ 18t (m/sg);
a) ;cuanto se desplaza esta particula en cada uno de los periodos de tiempo que se
indican a continuacion: 0< t<2; 0< t<3 ; 0 t<4;0<t<4,5;0< t<5 7,
b) ;qué distancia recorre en cada uno de tales periodos?

17) Siv(t) =-6t*+ 18t (Is/h ) representa la velocidad con que entra(sale) agua de
un tanque que inicialmente tiene 25 lIs. de agua ; se pide:

a) determinar la variacion de volumen en el tanque en los periodos de tiempo
que se indican a continuacion: 0< t<2; 0< t<3 ; 05 t<4; 0<t<45.
b) determinar el volumen total de agua en el tanque a las 2;3; 4y 4% hs.

¢) el tanque, ;se vacia en algun instante?, ;cudndo?
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18) Sea V=# ; v]="& la velocidad con que cierta masa de soluto
(10-2t)2 seg.

se disuelve en un solvente. Si la masa de soluto originariamente puesta en contacto

con el solvente es de 0,4 mg y en ese instante no habia soluto en el solvente y esa

cantidad esta muy lejos del punto de saturacion, ;en qué instante estard disuelta toda

la masa?

19) La grafica adjunta muestra el registro de la tasa de “disolucion” en [ mg/hs.] de un
soluto en un solvente, durante las 3 primeras horas de puestos ambos en contacto.

\ %

a) Proponga y ejecute un proceso que le permita dar un valor aproximad de la
masa total disuelta al cabo de las 3 hs.

b) ;Como mejoraria la aproximacion? ;Coémo obtendria el valor exacto?. ;Puede
obtener el valor exacto?, ;porqué?

20) Si el grafico del ejercicio (17) representa la densidad lineal (en [ mg/ms.] ) en
cada punto de una varilla de acero, la cual tiene 3 metros de largo.
a) Ejecute un proceso que le permita dar un valor aproximado de la masa de la
varilla.
b) (Como mejoraria la aproximacion? ;CoOmo obtendria el valor exacto?. ;Puede
obtenerlo?

21) La velocidad de un movil que avanza en linea recta se lee en su velocimetro a
intervalos de diez segundos y se registra en una tabla. Usar esta tabla para dar
una estimacion de la distancia recorrida en 100 segundos.

t(s) |0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

v (m/s) |40 48 52 55 65 70 65 65 60 55 50

22) Se da la funciéon velocidad (en metros por segundo) para una particula que se
mueve a lo largo de una recta. Encontrar el desplazamiento y la distancia
recorrida por la particula durante el intervalo de tiempo dado en cada caso.
Graficar la trayectoria.

a) v(t)=-3t+6 en: 0<¢t<2; 0<5t<4 y O
b) v(t)=3t’-6¢+3 en: 0<r<1 y 0<¢

t<5; siendo x(0)=0
2 ; siendo x(0)=0.
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23) Un automovilista viaja hacia el campo desde una ciudad de transito muy
congestionado; comienza a paso de tortuga y, conforme el transito disminuye acelera
gradualmente. El conductor (para entretenerse) cada %2 hora registra la velocidad a la
que va. Con sorpresa al cabo de un tiempo (y varias anotaciones) observa que los
registros muestran un “patrén” el cual (haciendo répidos calculos mentales) le permite
concluir que estd viajando a una velocidad v=8¢7 ( Km/ hs.).

Si los calculos de este automovilista estuvieran bien; ;qué distancia habia recorrido
a las 3hs. de haber salido si durante ese tiempo no para nunca? Si el lugar al que va
estd a 243 Km. de donde partio y sigue a esa velocidad hasta llegar, ja que velocidad
llega?

24) Una particula que se mueve a lo largo de una recta tiene velocidad v(?) = £.e ' mts.
por segundos, ;cudnto se desplaza en 3 segundos ?, ;qué distancia recorre en 3
segundos?.

25) La funcién 6(x) =9 +2 \/; da, en kilogramos por metro, la densidad lineal de
una varilla cuya longitud total es de 4 m. y para lacual x se mide en metros
desde uno de los extremos de la varilla. Se pide, encontrar la masa total de la
varilla.

26) Una cuerda no homogénea de 3 metros de largo esta hecha de un material que es muy
liviano cerca del extremo izquierdo y muy pesada cerca del derecho. Si se sabe que a
una distancia “x” del extremo izquierdo su densidad es de 5x* gr./m ; hallar la masa
total de la cuerda.

27)Una poblacion de animales crece a razon de “200 + 50 t ” animales al afio (t
medido en afios), jen cuanto aumenta la poblacién entre el cuarto y el décimo
afo?. jcuadntos animales habrd al cabo de 10 afios si no muere ninguno e
inicialmente habia 2?

28)Una poblacion de bacterias se inicia con 400 ejemplares y crece a razon de
r (t) = 450.200. e " bacterias por horas. ;Cuantas habra después de tres horas?

29) Suponga que h es una funcién tal que h(1) = -2; h’(1) =2; h”(1) =3; h (2) = 6;
2
h’(2) =5;h”(2) =13 y h” es continua en todo R. Evaluar L h"(u)du.
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> Longitud arco de curva:

30)Calcular la longitud de cada uno de los siguientes arcos de curva.
2
a) y= %; 0<x<+3

b) y=vx3,0<x<32/9

x = 4cost —1

©) {y=4sent+1’ Ostsm/4
x=1—-t

d){ _t2; 0<t<1
y=3

> Volumen de un sélido de revolucion:

31) Al hacer girar alrededor del eje x la region comprendida entre una curva grafica de
una funcién f continua y definida positiva en [a; b]; se genera un soélido “S”, llamado
“solido de revolucion” , cuyo volumen se calcula a través de la siguiente integral:

b
vol.§ = [ f2 (x).d "

Para las siguientes funciones se pide f
graficar el s6lido que generan al girar

alrededor del eje x y calcular su volumen

usando la integral indicada. En caso de —
resultar un solido “conocido” , verificar a X
que el resultado obtenido coincide con
el de la geometria clasica.

a) f(x)=x-3 ; Df=[3;8]. d fx)=¢* ; Df=[0;1].
b) f(x) = 24 x ; Df=10;4]. e) la region limitada por f(x) =x y g(x) = x*

¢) f(x)= 9-x2 ; Df=[-3;3].

» TRABAJO:

32) Para un gas perfecto cuando la expansion es isotérmica entonces se cumple la
ley de Boyle-Mariotte : p v = cte; en particular, pv=nRT
(p=presion; v=volumen; R=cte. de los gases; n=n° de moles; T=Temperatura (cte.))

a) V 6 F, justificar: para una expansion isotérmica, p =f(v); f continuaen R".

b) Sabiendo que el trabajo requerido para expandir isotérmicamente un gas perfecto

.. . Va
desde un volumen v; a otro v, se calcula con la siguiente expresion: W = I p.dv, se
Vi

pide resolver la integral, hallar una expresiéon para W. Luego, discutir el signo W.
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33) Ley de Hooke

La ley de Hooke expresa que la fuerza (F) de recuperacion de un resorte es
proporcional a la “elongacion” sufrida en el mismo: F=Kk.x
( k = cte del resorte 6 cte de elasticidad).

Consideramos un resorte cuyo extremos

izquierdo esta fijo mientras el derecho es

libre de moverse a la largo de la recta de

X(+) accion del resorte. El resorte, en reposo

> (ni comprimido ni estirado) tiene una

@ longitud L a la que llamamos longitud

natural. Si estd en reposo decimos que
esta en su posicion de equilibrio

A
\ 4

estiramiento En estas condiciones se introduce un
F sistema de referencia (eje x) a lo largo de la

» linea del resorte, con el sentido positivo (+)

0 X hacia la derecha y el origen, O, en el

extremo derecho del resorte cuando esta en
la posicion de reposo. Con x indicamos la posicion del extremo derecho del resorte a
partirde O y a lo largo del eje x. Asi construido el sistema x puede ser positiva, cero
0 negativa seguin el extremo movil esté a la derecha, en, o la izquierda de su
posicion de equilibrio (x=0).

El sistema se pone en movimiento forzando al extremo derecho a abandonar Ila
posicion de equilibrio a través de una fuerza F cuya intensidad y sentido depende de “x”
segun la ley de Hooke . Para estirar el resorte la fuerza debe actuar hacia la derecha
(x >0). Para comprimir el resorte la fuerza debe actuar hacia la izquierda (x < 0).

Si con W indicamos el trabajo realizado para estirar (o comprimir) un resorte “¢cm”

. S 1
respecto a su posicion de equilibrio, entonces W = Io F(x).dx con F(x)=k.x

a) Calcular el trabajo realizado sobre un resorte cuya constante elastica es
k=1,8 erg/cm, si el mismo mide 7 em. y se lo ha estirado hasta alcanzar 9 cm.

b) Calcular el trabajo realizado para comprimir un resorte 6 cm. desde su posicion de
reposo si se sabe que para comprimirlo 2,5 em la fuerza requerida es de 12 kg.

>» Valor Promedio de fsobre [a; b]:

Dado un conjunto discreto de “n” nameros y;, ¥z, V3, ....., V» su promedio es:
n
y _ 2i=1 Vi
brom n

Pero, ;como calculamos el promedio de un continuo de numeros, o sea, de un conjunto de
numeros que viene dado por una funcién y=f{x) en un intervalo [a; b]?

Por ejemplo, ;cOmo calculamos la temperatura promedio de un dia, T.,m, s1 conocemos la
funcion T=f(t), t en horas (minutos o segundos) que informa la temperatura en cualquier
momento de ese dia?
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Para hacer este céalculo dividimos el intervalo en ‘n’ partes iguales, cada una de ellas de

. b—a . .
longitud: Ax = — elegimos ‘n’ puntos c¢;, ¢z, C3....., ¢, en cada sub-intervalo y

calculamos el promedio de f(c)), f(c2), f(c3), ....., f(cn): flel)+f (Cpt Feg)+ 47 (en)

n

Por ejemplo si f'es la funcidon temperatura y n=24, esto significa que tomamos lecturas
de temperaturas cada una hora y las promediamos.
Si despejamos ‘n’ de Ax y reemplazamos en el promedio anterior queda:

n

1 ] D+t fle) Ax < 1\
fle) + f(e2) + f(e3) + +f("’)=b_"azf(ci)=m2f(ci)m

Si hacemos que ‘n’ crezca calculamos el promedio de una cantidad mayor de nimeros
(por ejemplo, promediando lecturas de temperatura cada minuto, o cada segundo). En
el limite, tenemos:

. 1 1 b
limy oo 7— i f(61) Ax = — [ ' f(c;)dx

Definimos entonces el valor promedio de f sobre Ja; b], como:

1 b
forom = 55 | Fed

Actividades:

1) Hallar el valor promedio de f(x) = 1 + x’

ce[-1,2] tal que f(c) = forom?

sobre [-1,2]. ;Existe algin numero de

2) Dada x=f{t), funcion posicion de un movil, demostrar que la velocidad media del
movil en [tl, t2] es la misma que el promedio de velocidades (vyrom con v=x’) en el
mismo intervalo. (Sugerencia: usar el teorema del cambio total)

3) La velocidad v de la sangre que fluye en un vaso de radio R y longitud /, a una
distancia r del eje central es:

P
v(r) = oo (R? —1?%)

donde P es la diferencia de presion entre los extremos del vaso y# la viscosidad de la
sangre.

Se pide hallar la velocidad promedio, V,.om, sobre el intervalo 0 < r < R. Compare la
velocidad promedio con la velocidad maxima.
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10.6 Integrales Impropias

Ciertas aplicaciones del calculo conducen de manera natural a la formulacion de
integrales en las que:

1.-El intervalo de integracidn no es acotado; tiene la forma: [a;+o0) 6 (-c05 b] 6 (-00;+00)

2.- El integrando tiene una discontinuidad infinita en algin punto ¢: Jjm f(x)==o0
x—>c¢

o0 4
O sea, de integrales de la forma: L f(x).dx; J‘ f(x).dx; J‘°°w f(x).dx;
—Q0 -
1
I 1 i
_1 Xz
Estas integrales reciben el nombre de “Integrales Impropias™.

Ejemplo 1: Integral Impropia

(1ra especie- intervalo no acotado) ; 1"‘y
1 1.0
Dada f:[1;+ o) 2> R con f(x) = —,
X 0.91
si Ry, esla region “acotada” por la
curva C =graf f ,el eje x y las rectas 08T
x=1; x=b entonces, 0.7+
. b 4 l
area R, = L —.dx. (b>1) 0.6
X
1 . 0.51 (N
areaR,= 1-— (verificar) . 2
b 0.4T
Dada T , la region “no acotada” sl
comprendida entre la curva C,el ejex |
y la recta x =1, lo “razonable” es [o2T \
suponer que esta regidn no tiene “drea o1t .
finita”. Hﬂ]ﬂ]lllmm .
Sin  embargo, 'y aunque resulte N S Ty
sorprendente, existen regiones no
acotadas con dreas finitas.

Problema: ;area T?

Para analizar si este area existe (o no), lo que hacemos es calcular que sucede con
el area Ry cuando b=> +oo . Si este limite es finito (LeR); decimos que area T = L.

1

Calculamos: lim areaRy = lim [Lb dex] = lim [1——:| =1
b— +o0 \ b+ X 5 b+ b

Y

Concluimos: areaT=1 (= Ilw Xizdx )
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Definicion Integrales Impropias (1ra especie)

Caso 1: dom f = (a; +0): (b>a)
Caso 2: dom f=(-o0;Db): (a<b)
Caso 3: dom f = (- o0 ; 00): +

('si ambas integrales “convergen” para cualquier eleccidén conveniente de ¢ )

Integrales Impropias

e Si el limite existe decimos que la integral impropia “converge”. (ej. 1)
e Siel limite no existe decimos que la integral impropia “diverge”.
e Siel limite es “infinito” decimos que la integral impropia “diverge a infinito”.

Actividades:

1) Evaluar las siguientes integrales impropias de 1ra especie, indicar V 6 F:

© 4 1
a — =
) 3 x? dx 3
34 1, - o
b) o X—z.dx =3 (¢puede prever este resultado sin calcular la integral?; ;porqué?)
c . = —
) 0 1+ x? dx 2
d) . 1+1X2 dx =§ (¢puede prever este resultado sin calcular la integral?; ;porqué?)
e) 1 =7
—00 1+ x2
0
f) dx = + o0
-0 4/1-x
2) J.OO X gy =+ (sug.: usar la siguiente igualdad ix _ 1 +—X ).
1 1+ x2 1+x? 1+x?  1+x?

2) Para el Caso 3, j:o f(x).dx =|:If°o f(X).dXi| + I:o f(x).dx

(si ambas integrales “convergen” para cualquier conveniente eleccion de c¢)
Podemos preguntarnos si no habra otra forma “més simple” de calcular esta integral

t
como por ejemplo, con la siguiente expresion: |im f(x).dx
t—>+o0 7

La respuesta es NO. Para justificar esta respuesta basta mostrar que no da el mismo

resultado.

1+x @

.dx , diverge.
—t 1+ x?

Se pide: mostrar que |jm
t—+o0

(sug.: tomar ¢=1; usar ejercicio (g)).

.dx = 7 mientras que I 1+x
—oo 1+ x?
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3) Muestre que el area bajo la curva f(x) = l, x>1 es “infinita”.
X

4) Calcule el volumen del “cuerno de
Gabriel” si se sabe que este volumen es
finito.

* cuerno de Gabriel: sélido generado al girar
alrededor del eje x la region determinada

por la curva y=i y el ejex, para x>1

Ejemplo 2: Integral Impropia

(2da especie- funcién discontinua)

Dada f: (0;4] 2 R con f(x)= %,
X

si Rk es la regiéon “acotada” por la curva

C=graf f, el ejex y las rectas x=Kk; 0 \
C

X =4 entonces, area Ry =I4 L dx. (a>0)
k \/; 1.5

area Ry= 4-2.Jk (verificar) .
Dada T, 1la region “no acotada” N
comprendida entre C, el eje x y las 1.0 A N
rectas x=0, x=4; lo “razonable” es ’H D
suponer que esta region no tiene “drea 'Tﬂ----...__ i
finita” . 0.5 | ki
Sin embargo, y  aunque siga siendo
sorprendente, existen regiones de este tipo
con dreas finitas. -k 3

Problema: ;area T?
Para analizar si este area existe (o no), lo que hacemos es calcular que sucede con
el area R cuando k =2 0. Si este limite es finito (LeR); decimos que area T = L

O sea; calculamos: NImRk = Im l:j;: de] = lim [4—2\/E:|= 4
k>0  k—0+ Jx H koo

: . a¥ g
concluimos: areaT =4 (= IO de )
X

Definicion Integrales Impropias (2da especie )

Caso 1: dom f =(a; b], )

Caso 2: dom f =[a; b), )

Caso3: domf =[a;b]-{c},

+

(si ambas integrales impropias del lado derecho, “convergen”)
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5) Evaluar las siguientes integrales impropias de 1ra especie, indicar V 0 F:

2 1 _ 31 _
a) Il (x=2)? Ldx =+o0 b) .[1 (x=2)? Ldx = +oo
2 1 3 3
o [P—1 _ax=2a+7%3)
I (2x-1) 3 2
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10.7 Integrales de Funciones Vectoriales

10.7.1 Introduccion

Sea la funcién vectorial?: [a; b]—>R2, con ¥(¢)= f(¢)i+g(f).j, donde fy g son
funciones continuas V ¢ € [asb], las primitivas de Vson funciones vectoriales y la
integral indefinida es una familia de funciones vectoriales.

Dado que las funciones componentes de Vson funciones escalares, la familia de primitivas
devpuede obtenerse a partir de las integrales indefinidas de sus funciones componentes.
Luego:

[vet)de=([ fe)de)i + ([ g(t)de)j

Haciendo extensivos los Teoremas Fundamentales del Cdlculo Integral para funciones
vectoriales y aplicando a continuacioén la Regla de Barrow, la integral definida de una
funcién vectorial v en [a;b] es un vector y puede obtenerse integrando cada una de sus
funciones componentes y luego evaluando en los extremos del intervalo:

Z=7€(b)—72(a)d0nde?es una primitiva de v, es decir, R(t)=w(t)

b_ _
[v(t)dt=R(t)
a

h
Vte[a;b]. Reemplazando llegamos a: J.P'(t) dt= R(t)‘la’: R(b)—R(a) = AR[us)

Es decir que el resultado de integrar la razon de cambio instantanea de R cuando ¢ varia
desde a hasta b es el cambio total de R para ese mismo intervalo.

10.7.2 Cambio total

*Si r=r(t)=(x(1);y(t)) ,ecs la funcién de posicién de un objeto que se mueve

en el plano con t €[t; ; t; ], entonces su velocidad es ‘_)(t)=l_”'(t). Por lo tanto,

_ I_ &3 %3 &3
[v(t)dt=] r(t)dt=[(x'(t);y(t)dt=([| x(t)dt; | y(t)dt)=
1 7 7 1 1]

(x(12)=X(11); 9(12) = Y(11 )= (A 4p) = Ar [ 11515 ]
es el “cambio total de posicion” & “desplazamiento total” (Ax; Ay) entret;yt;

Conocida la funcion velocidad, ;Se puede determinar cudl es la posicion del moévil en
cada instante? NO, pues falta la condicion inicial.

[ wt)de=[ r(t)dt=| (x(t);y(t)dt=([ x(t)dt;[ y(t)dt)=(x(t)+ A;y(t)+B)

Ejemplo: Una particula comienza su movimiento siendo su posicidon inicial r(0)=(1;0)
con una velocidad v(t)=(2t;sen(t)). Determina la velocidad inicial, posicion 'y
aceleracion en cada instante.

[ vt)dt=[ r(t)dt=[ (2t;sen(t))dt=([ 2tdt;| sen(t)dt)=(t? + A;—cos(t)+ B)

A=I; B=I = r(t)=(t2 + I;~cos(t)+1)
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10.7.3 Actividades:

1) Evaluar las siguientes integrales:
1_ -

a) [r(t)dt si r(t)=(2t;t+1)
0
T -

b) [r(6)do si 1(0)=(cos0 ;senB)
0
8_ -

c) [r(t)dt si r(t)=(5;t;Vt+1)
3

2) Encontrar r(t) si f'(t)zt2 i+ 4‘[3JT 2k y 10)=]

3) Determinar los vectores velocidad y posicion de una particula que tiene la aceleracion y
la velocidad y posicidn inicial dadas:

a) a(t)=-10k v(0)=(1;1;-1)  r(0)=(2;3;0)
b)ait)=1 +2j +2t k v(0)=0  r(0)=i +k
©) a(t)=ti +t%] +cos2t k v0)=i +k  1(0)=]

4) Una particula en movimiento comienza con una posicion inicial r(0)=(1;0;0)y una

velocidad \_/(t)=(2t2 +1:382-1; t+1). Determinar velocidad inicial, posicién y
aceleracion en el tiempo y aceleracion inicial.

5) En un laboratorio de biologia se cruzan moscas de la fruta (Drosophila melanogaster)
con distintas caracteristicas a fin de estudiar el efecto sobre la progenie. Una de ellas se
escapa del frasco donde estaban y se posa en un pizarron que habia en la habitacion.
Suponiendo situar un sistema de referencia cartesiano ortogonal con origen ubicado en el
vértice inferior izquierdo del pizarrdn y ejes coordenados conteniendo a dos de los lados
del mismo, la mosca estaria inicialmente posada en el punto P(0;5). A partir de esa

posicion comienza a moverse con velocidad instantanea dada por Wt )=(2,;8—8t)hasta

que alcanza el borde inferior del pizarron, momento en el cual deja de verse. Si el tiempo
se mide en minutos y las dimensiones del pizarrén en decimetros:

a) Determinar la funcion r que describe la posicion de la mosca en cada instante
explicitando dominio, ley y codominio.

b) Demostrar que la trayectoria T descripta por la mosca es un arco de parabola.

¢) Hallar el vector desplazamiento en el periodo de tiempo estudiado.

d) Graficar la trayectoria de la mosca sefalando el sentido de recorrido y el vector
desplazamiento hallado en el item anterior.

e) Indicar verdadero o falso justificando la respuesta:

i) A los 2 minutos la mosca se hallaba a igual altura que al comienzo del
movimiento.
ii) La mosca tarda 5 minutos en detener su movimiento.

iii) S(A)=(A; 4A-7 +5) con 0<A<5 describe también la trayectoria de la
mosca.
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6) Segun el modelo atomico de Bohr-Rutherford, los electrones giran alrededor del nucleo
atomico siguiendo Orbitas circulares estables. Si situamos un sistema de referencia
cartesiano ortogonal con origen de coordenadas en el centro de la circunferencia
recorrida por cada electrén, la posicion de uno de ellos puede definirse por la funcion
vectorial F, con te[0,+ oo]. Siendo v(t )=(sen( 2t ), cos(2t )) la velocidad del electron

en cada instante ¢t y F(0) = (—%, 0)

a) Hallar la ley de la funciéon r y graficar la trayectoria del electron sefialando el sentido
de recorrido.
b) Indicar el tiempo que tarda el electrén en volver a pasar por la posicion inicial.

¢) Calcular el desplazamiento neto del electron en el periodo \‘0,%J mediante dos

procedimientos diferentes.

7) Una molécula no es una asociacion rigida de dtomos. Estd demostrado que todas las
moléculas estan en movimiento continuo; por lo tanto un modelo molecular puede ser un
sistema en el que los atomos de la molécula se representan con esferas de diferentes masas
y los enlaces quimicos de la misma con resortes de longitudes variables.

En una molécula triatdbmica heteronuclear, como el acido hipocloroso
(HCIO, ver grafico adjunto a la derecha), el aumento y disminucion
periodica del angulo del enlace H-O-Cl produce un cambio continuo
en la distancia interatdmica entre los atomos de H y Cl.

Si situamos la molécula en un sistema de referencia cartesiano
ortogonal de manera que:

- el “a4tomo de oxigeno” (O), simula quedar estatico en el origen de coordenadas;

- la posicion del “atomo de hidrogeno” (H) podria considerarse fija en el punto (-1;0);

- la posicién del atomo de cloro (Cl) podria describirse por una funcion vectorial 7 y la
velocidad con que se mueve puede modelizarse a través de la funcion
V(t )=(—sen( t), 2.cos(t)sen(t )) con teR,". Sabiendo que inicialmente el Cl estaba
ubicado en el punto de coordenadas (1, 1):

a) Graficar la situacion inicial de la molécula de HCIO en un sistema cartesiano
apropiado.

b) Hallar la funcion 7 que modeliza la posicién de Cl en cada instante ¢, indicando ley,
dominio y codominio de 7.

¢) Dar una parametrizacion de la curva C definida por 7.

d) Demostrar que la trayectoria descripta por el 4&tomo de Cl es un arco de pardbola,
encontrando previamente la ecuacion cartesiana de C.

e) Graficar la trayectoria del Cl en el grafico del item a.

f) Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justificar todas tus
respuestas:

i) En el instante 7 = 372' , el Cl se estd acercando a su posicion inicial.

ii) El tiempo T empleado en volver a alcanzar la posicidn inicial es 7' =7
iii) En el intervalo [0, 271] el desplazamiento del ClI es nulo.

iv) En el intervalo [0, 27[] la distancia recorrida por el Cl es nula.

v) La aceleracion del Cl es constante.


https://es.wikipedia.org/wiki/Electr%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAcleo_at%C3%B3mico
https://es.wikipedia.org/wiki/Configuraci%C3%B3n_electr%C3%B3nica

11— Ecuaciones Diferenciales

11.1 Introduccion

La descripcion matematica de procesos o fendomenos de distinta naturaleza se hace
mediante funciones que muestran la relacion de dependencia entre las magnitudes del
caso. Conocida f (funcion del proceso) se sabe que para hallar la velocidad del mismo
basta calcular f "y para hallar su aceleracion, f ™"

A menudo debemos resolver problemas que de alguna manera podemos llamar inversos
del anterior; o sea, problemas donde se conoce la velocidad (f ") y/6 la aceleracion
(f ) a la que se desarrolla el proceso y la incognita es f, la funcioén del proceso. En
general, y en los hechos, puede que velocidad y aceleracion tampoco sean conocidas pero que,
investigando, se pueda describir por medio de una ecuacion la “relacion entre f y sus
derivadas” .

*Ecuacidon Diferencial: ecuaciéon donde la incdégnita es una funciébn y en la que
aparecen una o mas derivadas de la funcion incognita.

En este capitulo nos ocupamos de las Ecuaciones Diferenciales, los distintos tipos y
métodos de resolucion de las mismas. Vemos problemas de naturaleza analoga ala
siguiente:

Ej.1: *dato:| y" = v(t) | (v =velocidad) = incdgnita: y = f(t) tal que f '(t) = v(t)

Ej.2: *dato:|y’ = a(t) | (a = aceleracion) > incdgnita: y = f(t) tal que f '(¢) = a(®)

Ej. 3: *datoy = 0.1 y |2 incégnita: y tal que, la razdn de cambio de y sea proporcional a y.

Ej.1: la resolucion de este problema requiere hallar una funcién f tal que f '=v
; en otras palabras, una primitiva de v.

Asi, en el caso de un problema “real”, vemos que para hallar la solucion
debemos integrar la funcién dato y hacer “algo més”.
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B> Resumiendo:

El tipo de problema del que nos vamos a ocupar tiene, en esencia, la siguiente estructura:
* Incognita: f (una funcion)

* Datos: |ecuacion diferencial (la que describe la relacion entre f y sus derivadas)
dato () inicial,) (para determinar una solucion del problema).

Problema 1:
Se comienza a llenar un tanque de 100 Is. con agua que sale de una canilla a una
velocidad v (t) =3 t*, [v] =lts./h. Hallar V= V(¢ ) si el tanque tiene 6 Is al comenzar a llenarlo.

* proceso: llenado de un tanque de 100 Is. de capacidad.

dV _ 2 42
o 3t
V(0)=6 (dato inicial)

Problema reformulado: (ecuacion diferencial)

* Resolucion:
dv _ 3t2 todas las primitivas N J‘3t2 dt = t3 +C
dt o
2do) determinamos C* | V()= t>+ C *
Vio)=0+C*

data Vio)=s > €*=6

3ro) Rta:la funcion solucion es: V()= t*+6.
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Problema 2:

P X
} } ‘ } } } 1 P 1 1 1 1 1 1 1 >
5 12

-2 -1 0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11

Una particula P se desplaza segun un movimiento rectilineo y con aceleracion a = - 6t
[a]: . Si la velocidad inicial es v, =12 y al momento de comenzar a moverse
seg

la particula esta a 5 cms. del origen; jdonde se encuentra pasado 1 seg ?; ;2 segs ?; (3
segs?. Graficar su “trayectoria’.

* proceso: movimiento rectilineo con aceleracion ng constante.

*datos: a=-6t ; aceleraciondeP = x''(t)=-6t
Xo = 5 (posicion inicial ) = x(0)=195
v, =12 (velocidad inicial ) = x’(0)=12

*incognita: x(1); x(2); x(3) = incognita “oculta”: x =x (t).

Problema reformulado: x" =-6t ( ecuacion diferencial )

x(0)=5 - L
X (0)=12 } (condiciones iniciales)

* Resolucion:

iniciales.

Funcion "y o

Original: M x’ (velocidad) LS x"" (aceleracion)

x=x(t) : X =v(tC - T —at

x=Pt;C;C) ix(’)dt (£ C) x''(t).dt ®

x=x(t) dx/dt x =y (t)2 _dv/dt celeracidn

X=-C4+Ct+C || x'=312+C | ¢——  x"=-6¢

_[x (1)t J.x (t)dt

ler cond— x(0)=5 C, =35

¢ x=-t+Ct+C;, = x(0)= C,
¢ x'=-3t2+C = x'(0) = C,

2da cond.— x'(0)=12 C = 12

Rtal:x(t)=-t’+12¢+5(v@®) =x"@®)=-3t*+12 D v2) =0)
Rta2:t=1 > x(1)=16= P esta 16 cm.a la derecha del origen (v(1)>0).
t=2 > x(2)=21 = P esta 21cm. a la derecha del origen (v(2) =0)
t=3 2> x(3)=14 = P esta 14 cm. a la derecha del origen (v(3) <0)
t=4 > x(4)=-11 = P esta 1l cm. a la izquierda del origen (v(4) <0)
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Observacion: averiguar cuando P pasa por el origen requiere resolver la ecuacion
X(t*)=0, ecuacion que no podemos resolver sin auxilio de la tecnologia pues no
conocemos su “resolvente”. Si no necesitamos mucha precision en el valor de #* entonces,
a simple vista, vemos que la particula pasa por el origen en algin momento entre los
3 y 4 seg. de iniciado el movimiento.

— -]11 0 5 — 14 — 21
(t=4) (t=3) (t=2)
Problema 3:
Para hallar la funcion f que modeliza el proceso de disolucion de cierto soluto en
un solvente se procede a medir, cada hora y durante 5 horas, la cantidad de masa
de soluto disuelta hasta el momento de tomar la muestra. Se organiza la
informacion obtenida en wuna tabla, la que se adjunta. (en otras palabras, se
obtiene la representacion “numérica” de f).
Se pide investigar la “nube de puntos/dato” en busca de algun tipo de
“regularidad” o “patron” en el conjunto de puntos que la forma. En caso de
detectar “algo”, usar este dato para dar la ley de f con formula, m = f{(t).
(m = masa disuelta en t hs., [m]=gr )
(NOTA: se sabe que el proceso se desarrolla en forma regular y continua durante las 5 hs.)

t | m=f(t) | Eneste caso el problema planteado consiste en buscar el “modelo
0 [m. = 10.00 matemadtico” de un cierto proceso a partir de _d_q_t_q_s__(_zg_q_)_gt_’_z'_l_f_z__e_l_a__t_c_l_l_e_,s.;. 0
1m; = 11.00 sea, lo que en particular se ha dado en llamar, el “modelo empirico”.
: Modelo Empirico: modelo obtenido por observacion, experimentacion o
2| m;=12.10 simulacion del proceso. O sea, es un modelo matematico basado en la
3 \ms= 1331 | prencion vy registro metodico de datos; posterior blusqueda de un
4|my=14.64 patron de comportamiento para la nube de puntos que se obtenga.
5|ms=16.10 [ Niychas veces este proceso desemboca en una “ecuacion diferencial”

El siguiente cuadro resume el proceso descripto:
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X> Procedemos a recorrer este circuito, comenzando por (1)

(1) ]
OBSERVACION
Am; =m;- relacion entre
t m=f (1) mi_y Am; y m;
0 |m,=1000) --—-——-- | -
1 [m;=1100]| Am; =1 = 10% m,
2 my;=12.10| Am,=1.1 |=10% m;
3 ms; = 13.31 Am3= 1.21 |= 10% m)
4 \my=14.64| Am,=1.33 |=10% m;
5 |ms=16.10| Ams;=1.46 |=10% my
i m
i+7 m i+ Am i =10% m ;

( 1) Relacion entre las variables: At=1 =2 Am = 10% m

(2) modelo variacion de 10% de la
de soluto en la T cantidad de
palabra unidad de tiempo soluto presente
traducir
v
(3) modelo .
matemdtico = 01l m matematicamente
“no operable”
reformula | Am =d m
At = dt
v
(3) modelo m’ =01 m matematicamente
matemdtico “operable”
..................... reSOlver
< ;Qué obtuvimos? _‘4 pav v
v
m’ =01 m

unalecuacion i [ 3
cuya incédgnita es una funcién:

4 > m | m=m)
PP => Ecuacio’n Diferencial

donde aparece la derivada de
la funcion incognita:
m' | m ' =m’(t)

\ 4
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El modelo empirico finalmente resulta ser una “ecuacion diferencial” y, en consecuencia,
la respuesta del problema planteado, una soluciéon de dicha ecuacion.

Pero, ;como resolvemos esta ecuacion? La misma es distinta a las vistas en los problemas
anteriores pues en ella aparecen relacionadas la derivada y la propia funcion incognita,
m = m(t).

En general en los problemas que desembocan en el planteo de una ecuacion diferencial,
dicha ecuacion consiste (como en este caso) en una relacion entre la funcién y una (o
mas) de sus derivadas. En tal caso la resolucion de ecuaciones diferenciales se complica,
no podemos simplemente “rescatar” la funcidén a partir de sucesivas integraciones; mas
aun, existen ecuaciones para las cuales no existe forma o método conocido de encontrar la
solucion exacta, aunque tedricamente se haya probado que dicha solucidon existe. Sin
embargo, para algunos tipos de ecuaciones diferenciales, existen métodos simples y
efectivos para hallar la solucion exacta.

En lo que sigue vemos algunos de estos métodos, para algunos tipos particulares de
ecuaciones diferenciales.

11.2 Definiciones y Conceptos Basicos

*Ecuacion Diferencial: llamamos ecuacion diferencial a toda ecuacion donde la
incognita es una funcidon y en la cual aparecen una o mas derivadas de la funcion incognita.
Segun sea la funcidn incognita las ecuaciones diferenciales se clasifican en:

Ecuaciones diferenciales ordinarias - EDO:
la incognita es funcidon de una variable; o sea, funciones de la forma: y =y(x); x = x(t).

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales:
la incdgnita es funcidén de dos o mds variables; o sea, funciones del tipo: z = f(x;y); w= f(x;y;z)

*Orden de una ecuacion diferencial: es el orden de la derivada de mayor orden en la
ecuacion.

Ejemplos:

Ecuacion Diferencial Incognita Tipo Orden

V' = 3t? (Problemal) V=V() EDO 1
x"=-6t (Problema 2) x=x(t) EDO 2
x'=0.1x (Problema 3) x=x(t) EDO 1

Xy +xy -4y =0 y=y ) EDO 2

y’ -3y +t2y =0 y=y (x) EDO 2
yo-3yU+2y =10 y=y EDO 3

x+ypy =0 ®) Y=y EDO 1

y =y y=y EDO 1

()2 +3p°=senx y=y (x) EDO 1
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Ecuacion Diferencial Incognita Tipo Orden
az az _ _ . Der.
at > 0 z=1(x;y) Parciales 1
82\|1+62\|;+82\|l:—2mE.w V=y(x;y52) Der. 2
o 6_)72 oz W’ Parciales
Ecuacion de Schrodinger.
Modelo atomico para una V no depende de t
particula P .
dy _—
dxg’ _ i’;’E W v=y(x) EDO 2
Ecuacion de Schrodinger.
Modelo atomico para una V no depende de t
particula P

* Solucion de una Ecuacion Diferencial:
Dada una ecuacion diferencial, decimos que la funcion ¢ es solucion de la ecuacion
si al sustituir la funcion y las derivadas que aparecen en la ecuacidn, por ¢ y sus

Ejemplos: verificar que las funciones indicadas son solucion de la correspondiente

ecuacion.

Ecuaciones Diferenciales |Incognita |Orden| Solucion general Sol. particular

V' = 3t? (Problemal) |V=WV(t)| I |[V({®)=t>+C Vi)=t>+6

X =-6t (Problema2) |x=x({)| 2 |x=-t’+Ct+C x=-t’+4t+5

x"=0.1x (Problema3) |x=x@{)| 1 |x=Ce""’ x=10 ¢""

2 . , _ _ 2 -2 _ 2

Xy " +xy -4dy=0|y=yx)| 2 |y=C; x° +C; x y=x

y -3y +2y=0 |y=yx)| 2 |y=Cre* +C,e?** y=-e* - e’"

P37 H2y =0 |y=yx)| 3 |y=Cire* +Cre’*+C; |y=e +e’*+3
x+yy =0 |y=yx) | 1 |xX* +)y’=C X+’ =25
y =y y=y®| I |y=(3+C) y=(3+2’

dzwz_}h , v =A sen(-/At) + B cos(~/A t) w=3cos (/A1)

dx? v v =y(x) 6 Yy=Csen(-/At+ a)
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Verificacion de soluciones: para establecer si una funcion y = f (x) es solucion de
una ecuacion diferencial, reemplazamos y por f(x) en la ecuacidn, derivamos, y
concluimos recordando que

“f es solucion de la ecuacion diferencial < verifica la igualdad, Vx”.

Ejemplo: analizar si y = x? essolucion de x? y +txy -4y =0.
X y  + xy -4y = (reemplazamos y por x*) Derivadas:
=X [X]7 + x [ -4 ] = X 2]+ x[2x]-4 [x]= y = x’
= 2x
= 2x + 2x - 4x = 4x* -4x*=0 Vx inzz
Luego; y = x?, essolucidn de: X’ y” + xy -4y =0
Ejemplo: analizar si y= x’ essolucion de x* y”" + x y -4y = 0
X y” + xy” -4y = (reemplazamos y por x) Derivadas:
=X’ X7+ x[X]-4[xX]= X [6x]+ x[3x7]-4[x]= y = x°
"= 3x
=6x + 3xX -4x=9x-4x=5x 70 Vx i"=6x

rr —

............................ txy -4y =0
Observaciones:

En los problemas 1 y 2 aparece una ecuacion diferencial de orden “I” y “27
respectivamente. En la resolucion vimos que recuperar la funcion original (la solucion)

4

requiere a su vez “I” 6 “2” integraciones; que cada integracion aporta una constante a la

Se puede probar que:

*si una ecuacion diferencial admite una solucidén entonces admite infinitas ; en
particular, admite una familia de soluciones (es decir un conjunto de soluciones del
mismo #ipo).

* s1 la ecuacion diferencial es de orden “m” entonces, en la ecuacion prototipo que
representa la familia de soluciones, aparecen “m” constantes arbitrarias.

Tenemos distintos tipos de soluciones:
Definicion_1: solucion general: solucion en la que aparecen las “m” constantes
arbitrarias.

x=-t’+Ct+ G ; xX +)y’=C

Definicion 2: solucion particular: solucion que se obtiene al asignar un valor fijo a
cada una de las constantes de la solucion general.

x=-t'+4t+5 s X+ =9

Definicion 3: solucion singular:
Es una solucién “aislada™; es decir, que no se encuentra incluida en la solucion general
(no se puede obtener asignando valores a las constantes)

2/3

Ejemplo: y" =y - solucion general: y= (§+ C)’, CeR.
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En este caso es facil verificar que y (x) =0 Vx, también es solucion. También es
facil ver que no hay valor que se pueda dar a C tal que y (x) =0 quede incluida
en la solucién general. Luego, y (x) =0 es una solucion singular.

Modos de obtener una solucion particular
Una solucion particular se puede obtener basicamente de dos formas, y cudl de ellas
uso depende del problema que se esté resolviendo. Asi, esta solucidon puede darse:

a) directamente, asignando valores arbitrarios a las constantes de la solucion general;
0,

b) a partir de las llamadas “condiciones iniciales” (en el caso que estas existan).

Por ejemplo:

a) resolver y""= -9,8 y dar una solucidon particular.
*solucion general: y(t)= -4,9t 2+ C;t+C; (obtenida integrando 2 veces);
*solucion particular (arbitraria): C;=3; C,=-5 2> yt)= -49 t* +3t-5

b) Se arroja un peso P desde 16 Km de altura y con velocidad inicial igual a
cero. ;Cuanto tarda P en llegar al suelo?

*proceso: caida de un cuerpo (movimiento rectilineo con aceleracion constante:
2
2=9,8 m/seg")

* datos: g = 9,8 (m/seg”), aceleracion de la gravedad.
Yoy = 16000 (mts.) (posicion inicial (velocidad inicial).

*incognita: tl y(t)=0 = incégnita ‘oculta’: y=y (1)

Luego, reformulamos el problema: | y’’ =-9,8 (ecuacion diferencial)

0 =16000 Jici _—
'0=10 (condiciones iniciales)
* resolucion: solucion general > y(t)= -49t*+ C,t+ C;

condiciones iniciales: y ;) =16000 = C; =16000 2
Yo=0 = C =0 y)= -49t"° +16000

Rta:tl y(t)=0,; y(t)=-4,9t2+16000=0 < t= i/l%oozi56

Luego; P tarda aproximadamente 56 seg. en llegar al suelo.

El “problema_de valores iniciales” ( Pvi) .
Cuando hallar la soluciéon de un problema requiere resolver una ecuacion diferencial
sujeta a condiciones iniciales, decimos que tenemos un Pvi.
Esto sucede, por ejemplo, en el problema (b) del item anterior:
Pvi. > y''=-9,8 (ecuacion diferencial )
Y = 16000 TS
V=0 } (condiciones iniciales)
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Observar que en este caso la cantidad de condiciones iniciales (2), coincide con el orden
de la EDO. Luego veremos que esto no es casual sino que es necesario para obtener la

solucion que, entre las infinitas soluciones de la ecuacion diferencial es, “solucion del
problema’.

Ecuacion y Curva | Solucion.

La solucién general de una EDO es siempre una ecuacion en dos variables en la que
ademds aparecen una o mas constantes (C), las que llamamos parametros.
Geométricamente, una ecuacién en dos variables en la que aparecen parametros, es la
ecuacion prototipo de una familia de curvas. (O sea, de un conjunto de curvas, todas del
mismo tipo).

Tenemos entonces que la ecuacion/ solucion de una ecuacion diferencial define una familia
de curvas, las que llamamos curvas/ solucion. (También conocidas como curvas integrales).

Ejemplo1: y =y 23 solucion general: y= (% +0)*; CeR
¥ P

Jamilia de curvas/solucion

c=-1 P

= Sfamilia de pardbolas cubicas

Ejemplo 2: x+ yy =0 -> solucion general: X +)y’=C, CeR

P (>0

familia de curvas/solucion

P

familia de c¢ircunferencias

\ 4

P

* no definen y =f(x)

* no definen x =f(y)
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Verificacion de solucion en ejercicio 2:

2 2 _ 2 2 _
Xty =4 y=y(x) X tVwm=4
e]‘:y:\/ﬁ

>2x +2y(x) y’(x) =0 Vx

derivamos

x+ Yy ¥ =0 Yx

Tenemos_asi_otros_tipos de soluciones: e plicitas, implicitas y “formales”

Al resolver una ecuacion diferencial puede ser que la ecuacion/solucion obtenida sea
directamente la funcion/solucion (ej.1) o que, por el contrario, dicha funcién se encuentre
‘escondida’ en la ecuacion (ej.2). Para indicar esto decimos que la soluciéon de una EDO
viene dada en forma:

funcion de la independiente. En este caso decimos que la ecuacion define implicitamente a y
como funcion de x.

Y esto puede ocurrir por dos motivos:

(1) Porque Ila ecuacion/solucion  define  funcion  sdlo  poniendo  restricciones
(ejemplo 2> x* +y’ = ).

ecuacion/solucion.

Ejemplo: (y - 3).y’ - %. y=0-> solucion general> y =In (Kx* |y’ |); K >0 (sol. implicita)

(También resulta dificil determinar si existe o no, curvalsolucion).

¢ Soluciones “formales”.

Vimos que x° +y%(x) = C verificax +y y’ =0, Vx. Obviamente también lo hace YC.

Pero, x* +y’=C, ¢ define curva YC? Vemos esta cuestion:
*C < 0>{(x; y) | x¥’+ y’=C} =& (no existe punto alguno que verifique la ecuacion)
*C = 0> {(x; y)lx? +y°=C} = {(0; 0)} (existe un Gnico punto que verifica la ecuacion)
*C>0>{(x;y) | x’+y* =C} = circunferencia, centro en O(0;0); radio/C .

Concluimos entonces que la ecuacion define curva/solucion solo en el caso de C
positivo, aun cuando “de forma” (60 “formalmente”) verifica x +y y = 0 para todo
valor de C.
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Al resolver una ecuacion diferencial muchas veces nos vamos a encontrar con
situaciones como las dos ultimas en las que no podemos explicitar una variable en
funcion de la otra. En general, tampoco vamos a poder decidir si existe o no
curva/solucion. O lo que es lo mismo, si existe “solucion”. En tal caso, para salvar la
situacion, decimos que la ecuacion hallada es una “selucion formal”: solucion que
tiene la forma de una solucién, pero puede no serlo.

JPara _qué sirve una solucion formal?: si acudiendo a algin resultado tedrico
podemos establecer que la ecuacion diferencial tiene solucion, entonces dicha
solucion tiene la “forma” hallada.

EDO — ler Orden. Distintas formas en la que se pueden presentar

(A) x +yy = 0; o sea, de la forma: |F(x;y;y’)=0 |

= f(x;y) ; 0 sea, de la forma: | Yo =fxy) |

(©) 3—xdx +c;)j)ydy =0 ;osea,delaforma: | P(x;p)dx+Q(x;y)dy=20

“forma diferencial”

[Pein] [0ew]

Se puede pasar de una forma a la otra:

A)>B)x+y.y =0 2> y =-x/y

r_ x+y dl _ x+y + i _ _

(B) > (C) x— K dx x-y 2 (x+y)dx - (x-y)dy=0
©) > B) Y dx+ OV gm0 > OV gy Xy 5 W 3
Y xy xy ¥ y dx cosy

2

> y=- 3x

cosy

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ler ORDEN

Teorema de Existencia y Unicidad (TEU)
Dada f una funcién de dos variables, z =f(x; ), y P, (xo; yo) un punto del dominio
de f entonces, si f satisface una “serie de requisitos” el problema de valores
iniciales,
Pvi:< y" = f(x;y) (ecuacion diferencial de ler orden)
Y (X,) =Yo ( condicion inicial)

tiene solucion (Existencia), y esta es Unica (Unicidad)
(sin demostracion).

Observacion: f es una funcién de dos variables “derivable”. Lo que se pide es que f y
of
oy
contenga al punto P, (xo; yo).

(derivada parcial de f respecto de y ) sean continuas en alguna region plana que
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Ejemplo: Hallar la curva I" que pase por el punto P, (0; S) y para la cual, en cada
punto P(x; y)e I'" la pendiente de la recta tangente a I" en P es igual al opuesto del
cociente entre la abscisa y la ordenada de P.
* Datos: P, (0;5) punto de pasode la curva I
t rectatg a I"en P, entonces m, = -x/y

* Incdgnita: I' = ’incdgnita oculta”: y =y (t) tal que graf y=1I.

* Resolucion: reformulando el problema queda un Pvi:

Pvi:{y~ = -x/y (ecuacion diferencial de ler orden, con f(x;y) =-x/y)
y0)= 5 ( condicion inicial )

¢ El TEU asegura que este Pvi, tiene solucion y tUnica: y = y(x)

(en este caso se cumplen los requisitos para f'; particularmente, existe %Z x/y*en (0;5))
2,2 2., 2 2
= % = = =
x° +y ' =C Y= 9(%) X +y'm=C > 0 +(yu) C = Cc=25

¢ La solucion particular es: x* + y° =25.

(Podemos explicitar y =y(x)?; ;dar la ecuacion de I” en forma explicita?

Despejando y en la ecuacion llegamos a:  y = ++/25-x? ; o sea,
obtenemos dos funciones: y; = +/25—x? (semicircunferencia superior); e,
vy =- /25— x? (semicircunferencia inferior)

Como I es la curva que pasa por P, (0; 5), tenemos que: y =y; = +/25-x7 ;
osea, I' es la semicircunferencia superior de una circunferencia de radio 5.
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11.3 Procedimientos para hallar la Solucion General de una EDO

En lo que sigue nos ocupamos de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales
ordinarias, para los cuales existen métodos de resolucidon; o sea, una forma
sistematica de buscar la solucidon general.

Veremos los siguientes casos:

Ecuacion Forma de la ecuacion METODO
*se separan las
ler orden y =M(x).N(y) variables variables.
separables * se integra
+ =
ler orden P(x)dx+Q(ydy=0 (v.5.) * se concluye

*se propone y =u. v
lineal-1er orden y +P(x) y=0(x) sustitucion *se sustituye en la ec.
*u y v nuevas

lineal-2do orden | ; (x)y "+ a,(x) y” +ax(x) y =0 ‘tedrico’ Yh = G ylg?{)Jf G ya( x)
( homogénea) {yi; »}Li
lineal-2do orden | q,(v)y "va;(x)y +ax(x) y=b(x) | ‘tedrico’ | y=yi+ y,

(no homogénea)

lineal-2do orden ay” tary tay=90 ‘prdctico’ yn=Ciyi(x)+ CZY2( x)
( homogénea- (ecuacion {yi; »} L
coef. ctes) (ap,; a;; a; € R) caracteristica) —y para hallar, y; e y»
lineal-2do orden | @y * a1y taxy=bx) [ Y=yt ¥
(no homogénea- practico
coef. ctes) (ao; ar; az e R) (coef. indet.) -+ para hallar y,
Observacion:

Por simplicidad de escritura, en el cuadro, el método para las ecuaciones lineales de
orden mayor que “1” se ejemplifica solo para las de orden “2”. En realidad el mismo vale
para ecuaciones lineales de cualquier orden,

EDO lineal —ordenn :  a,(x)y™ + a;(x)y ™" +...... +a,(x)y + a, y=>b(x)

con la Unica diferencia que en yn, solucion de la homogénea, aparecen ‘m” constantes
en lugar de “2” y, porende, 'm” funciones solucion: pj ; ¥z 5eeeee oo 5Vn-

En lo que sigue veremos primero las EDO-1Ier orden.

Observar que en este caso el tipo de ecuacién mas sencillo es: y” = f(x) ; o sea, el que
ocurre cuando la funcion del segundo miembro es solo funcién de x . Ya vimos que en
este caso basta buscar la (o las) primitivas de f.

Veremos luego las EDO- lineales de orden 'n’ . Para estas ecuaciones existe una teoria
general acerca de como hallar la solucidén; teoria muy potente pero que solo puede ser

solucion de la homogénea).
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EDO a VARIABLES SEPARABLES

Una EDO a variables separables es de la forma: y” = M(x).N(y) 6 P(x)dx + Q(y)dy = 0.
Luego, cualquiera sea el caso, para este tipo de ecuaciones podemos reunir todos los términos en
x por un ladoy todos los término en y por otro, y resolver.

Procedimiento para resolver y” = M(x).N(y)

1) establecer claramente la incognita de la ecuacion diferencial. En este caso: y = y(x).

2) llevar la ecuacién a la forma diferencial. Zfe = M(x).N(®).

3) separar, si existe, y*€R tal que N(y*)=0 (osea, y(x)=ypy", Vx eR)
4) separar variables, llegar a la expresion: q(y)dy = p(x) dx.

5) integrar miembro a miembro: J q(y) dy = J p(x)dx

6) resolver las integrales: R(y) +C; = S(x)+ C, (RyS/ R'=q y S=p)
obtener la solucion general: R(y) = S(x)+ C ; CeR ( forma implicita)

7) explicitar y (de ser posible): y = R 1 (S(x)+C); CeR ( forma explicita)

8) analizar si y = y* es solucion. Si lo fuera, analizar si puede o no ser incluida en la
general. Si fuera soluciéon y no se puede incluir en la general, es una solucion singular.

9) escribir todas las soluciones de la ecuacion diferencial.
y =R - (S(x)+C);CeR (sol general)
y=Ey (sol. singular ) (siexiste y tantas como existan)

Procedimiento para resolver un problema de valores iniciales con una EDO a v.s.

Pvi:{ y” = M(x).N(p). (ecuacion diferencial ler orden — v .s. )
Y (X,) =Yo ( condicion inicial)

En este caso tenemos dos caminos:

1°) Realizar los pasos I- 9 antes indicados para resolver la ecuacion diferencial y luego, con
los valores iniciales, determinar la solucion particular.

2°)Enel paso 5, si y, no es solucion singular, en vez de aplicar integral indefinida, aplicar
las Integrales “definidas”, tomando como extremos inferiores, y, y X, respectivamente.
5) integrar miembro a miembro: yq(y) dy = pr(x) dx
Yo Xo
6) resolver las integrales: R(y) - R(p,) =S(x) - S(x,) Ry S/ R"=qyS™=p)
obtener directamente la solucion particular: R(y) = S(x) - S(x,) + R(y,)

7) explicitar y (de ser posible).
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y—1

Ejemplo: resolver y’ = 3

1) y'= ﬁ.(y -1) = ler orden —v.s.; Incégnita: y = y(x).

. . dy )i
2 1 d : = = . (y-1
) pasamos a la forma diferencia I P -1

3) separamos y* =1 (debemos dividir por “ y-1” para “separar variables”)

4) separamos variables: yl—l dy = ﬁ dx
. . . . )i _ )i
5) integramos miembro a miembro: J -1 dy J P dx
6) resolvemos las integrales: In|y-1]+C; =In|x+2| + C,
obtenemos la solucion general: In | y-1| = In | x+2 |+ C ; CeR ( forma implicita)

7) explicitamos y (de ser posible): In | y-1] = In|x+2 |+ C ; CeR
In|y-1] =In|x+2 |+ InK ; K>0
In| y-1| = In(K | x +2 | ); K >0 (aplicamos inversa In)
|y-1|=K |x+2|; K>0 (eliminamos valor abs.)
y-1 + K(x+2) ; K>0 (reescribimos la cte)
y-1 = C (x+2) ; C#0

solucion general: y = C (x+2)+1 ; C=#0 (forma explicita)

8) analizamos y=1 =2 [y =0
= verifica la ecuacion = y =1 es solucion

y-1=0

En la solucion general si C= 0 entonces y = 1; o sea, esta solucidon se puede incluir en la
general sacando la restriccion de que C no sea cero.

9)| todas las soluciones de la ecuacion diferencial: y = C (x+2)+1 ; CeR

Ejemplo: resolver el Pvi: y" = y=1 ; y(H=7

*Camino 1: reemplazo en la solucion general y obtengo la particular:

y=C(x+2)+1 le—y:7) 7 = C(1+2)+1 > C=2

solucion particular: y =2 (x +2)+1 > y =2x+5
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. , y—1
* 2: = — =
Camino y i y()=17
. . . Yy o1 x ]
5) int b bro: [* Loay =7 L.
) integramos miembro a miembro ; y-1 ly . x42
6) resolvemos las integrales: In|y-1]-In|6| =In|x+2|-In|3]|
In|y-1| = In|x+2| + 1ng
7) explicitamos y ly-1] = 2|x+2| Sy =12x+5
y-1= £2(x+2) >
>y =-2x-3
solucion particular (y (1)=7). y =2x+5
Ejemplo: resolver x dx + y dy=10
4) separamos variables: ydy =-xdx
5) integramos miembro a miembro: J ydy = - J x dx
y’ 2
6) obtenemos la solucion general: 5T x2 + C ; CeR (sol formal)
2 2
L—I— L = 3 2 + 2 —
3 5 C o6 x"+y C

7) explicitamos y (de ser posible): no es posible
9) escribo todas las soluciones de la ecuacion diferencial: x*+y* =C; CeR
Ejemplo: hallar la curva solucion de x dx +y dy = 0 que pase por el punto P(3; - 4).

* Reemplazamos en la solucidon general y obtenemos la particular
x?+y?=C > 37+ (4)*=C > C=25

x=3;y=—4

JCurva?: x 2 +y 2 =25
>y = >y@3) =4
Luego, la curva pedida es la
semicircunferencia " inferior’ >y =- > y(3)=-4-> pasapor P
deradio 5y centro en el origen.

Observacion: cuando la ecuacion diferencial estd en la forma diferencial, entonces la
incognita puede ser tanto “y como funcionde ” como “ como funcionde y”.

Asi, por ejemplo, en el caso anterior otra forma de dar la solucion del problema es:

x =.25-y° > x(-4)=3 > pasaporP.

(semicircunferencia ‘derecha’ de radio 5 y centro en el origen)
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 1ler ORDEN - EDOL-1

*DEFINICION 1:
Llamamos ecuacion diferencial “/ineal” de ler orden a toda ecuacion de la forma:

y +Px)y=Q(x)
donde Py Q son funciones continuas en un mismo intervalo L.

Dentro de las EDOL-1 distinguimos dos tipos de ecuaciones:
DEF 1.1: EDOL-1-Homogénea, si Q es la funcién “nula”; o sea, Q(x) =0, Vx € L.
DEF 1.2: EDOL-1- No Homogénea, si Q “no” es la funcién “nula”; o sea, Q# 0.

Procedimiento para resolver y” + P(x). y =Q(x)

2) Derivamos: y" =u’.v+u.v’

3) Cambio de ecuacion: y” + P(x). y =Q(x) (reemplazamos y ¢ y” )

w.ivtu.v + P(x).u, v =Q(x) (asociamos, sacamos factor comun)

[ +P(x). ul v+ u.v =Q(x) (*)ecuac. dif. con “2” incognitas.

4) Condiciones sobre u y v para resolver (¥)
{1) W+P(x)u=0 5,2

2) uv'=0(x) ->;v?
Si u y vsatisfacen 1-2) entonces y(x)=u(x).v(x) es solucion de y + P(x)y= Q(x)

5) Resolucion de (1):

u"+P(x)u=0 (> EDOL-1-Homogénea ; a “variables separables”)

Resolvemos por separacion de variables, obtenemos una solucionde (1) : u =u*(x)

6) Resolucion de (2): reemplazamos la u obtenida en (5) en (2) .

u*x).v'(x) =0(x) (=2 EDO a “variables separables”)

Resolvemos por separacion de variables, obtenemos la solucion gral. de (2): v=v*(x)+ C

7) Damos la solucion general de y  + P(x).y = Q(x)

y =u.v - y(x)= u*x).[vix) +C]
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X

Resolver: y’ - 2 .y=x |2V +P®.y=Q® / P®=-2 ; Q®)=x
X

1) Proponemos cambio de variable > y(x) =u(x).v(x) con u ;v derivables .

2) Derivamos: y =u’.v + u.v’

3) Cambio de ecuacién: y” + P(x).y =Q(x) (reemplazamos y ¢ y”)

wivitu.v + P(x).u.y» =Q(x) (asociamos, sacamos factor comun)

[ + P(x). ul ivi+ u.v =Q(x) (¥) ecuac. dif. con “2” incdgnitas.

4) Condiciones sobre u y v para resolver (¥)

' y 2
1) u+P(x)u=0 Sou? 1) u—;.u:0
2) uv'=0(x) ->;v? 2) u.v'=x

Si u y vsatisfacen 1-2) entonces y(x)= u(x) . v(x) es solucion de y’ + P(x)y=Q(x)

5) Resolucion de (1): u” + P(x) u = 0 (EDOL-1-Homogénea; a “variables separables”)
u-(2/x).u=0 > u¥x)= x°

5) Resolucion de (2): reemplazamos u > u*(x).v’(x) = Q(x) (= EDQO “ys. separables”)
Xovi=x D vx)=In|x|+C

y)=ufx).v(x) > | y=x".[In|x| +C]
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES de ORDEN “n” [EDOL- n]

*DEFINICION 1:

Llamamos ecuacion diferencial “/ineal” de orden “n” a toda ecuacidn de la forma:

a,(x).y ™ + a;(x).y ™ +...... + ap4(x) .y + an(x).y= b(x)

Con Q93 a1 5 ....3 A, 3 b, funciones definidasenl; a,(x)#0; Vxel.

DEF 1.1: EDOL-n - No Homogénea,

2,(x) .y " + a(x).y "V +

si b no es la funcion nula; osea, b# O.

...... +ap,x).y +a,(x).y =bx) ()

DEF 1.2: EDOL-n -Homogénea, si b es la funciéon nula > b =0 con O(x) =0, Vxe I

a,(x) .y ™ + a;(x).y "™ + ... + apgx).y + ayx).y=0 (1)

EJEMPLOS: y +2y=0 (lineal orden 2 - homogénea)

y +x.y'-3cosx.y +4y=ce* (lineal orden 3 — no homogénea)
DEF 1.3: EDOL-n, “a coeficientes constantes”

Ecuacion diferencial lineal (homogénea o no) en la que todos los coeficientes, aj(x), son
funciones constantes; o sea, son de la forma:

EJEMPLOS: 3y "+ 2y=0 (lineal orden 2 - homogénea)

2y +5.y7-3.y"'+4y=¢e"  (lineal orden 3 — no homogénea)

DEFINICION 2: Problema de valores iniciales — Pvi

El problema de hallar una funcién y =y (x) tal que:

™ a,(x) .y + ai(x).y"P +...... +an1(X).y +anx).y =b(x)
_ ~
Yo = Yo
y,(xo) = Vi
< : \~Condiciones Iniciales
Y = yoy
-

con Xo €15 Yo ¥is5 ceeennnnn , Y1 € R; es llamado “Problema de valores iniciales”.
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TEU (1) - Teorema de Existencia v Unicidad:

Si las funciones a;;a;;....5a, y b son continuas en I ;entonces cualquiera

[13 2

sea X, € I y cualesquiera sean los “n” numeros reales Yo 35 Y135 coeeereees 5 Y n-l
el Pvi tiene solucion (Existencia) y unica (Unicidad) en 1. (s/d)

Corolario: si a;;a,; ....;a, son continuas en I, la ecuacion diferencial es

homogénea,
Xo €L, Yo= y1=Y2=0eunnns =y ».1=0; entonces, el siguiente, Pvi:
{ a,(x) .y + a;(x) .y 4. +a,q(X) .y +ap(x). y=0 (homogénea)
V(X)) = ¥ (X0) =¥ (%) = oo = ¥"V(x,) =0

tiene solucion tnica, y esta es la trivial: y(x)=0,Vx e L.

Demostracion: ¢ y(x) =0, Vx € I; es solucion de toda EDOL-n, homogénea;
¢ y(x) =0, Vx e I ; verifica las condiciones iniciales;
entonces, y(x) =0,Vx eI, es solucion del Pvi.
¢ por hipotesis, los coeficientes son funciones continuas;
entonces por el TEU, y(x)=0,Vx el, es solucion y “unica”.

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES “HOMOGENEAS” [EDOLH-n]

TEOREMA 2: Si{f;; f5; ....... ; f;} son j-soluciones de una EDOL-Homogénea

entonces cualquier combinacidn lineal (c.l.) de ellas, también lo es.

Osea, si ®= ¢if; +cf; +.......... +¢jfi = ® essolucion de la EDOL-H

Demostracion: (demostramos para n =2, j = 3 ; queda como ejercicio para n =33 j = 2)
Dadas {f; g; h}, tres.soluciones..de una. . EDRDOQLH-2:
2.y +a .y +ta.y=0; (VxeD) ()

debemos demostrar que ®(x)=[c; f +¢c2 g+ c3 h] ) es solucion de (I);
o sea que, reemplazada ® en la ecuacion (I), la satisface Vx € D

Por Hip: & f sol.de (I) > a.f" +a,.f "+ a.f =0 3; (VxeD)
¢gsolde( > a,.g” " +a;.g +a,g=03; (VxeD)
¢ hsolded = a,.h”"+a.h" +a,h=0; (VxeD)

A partir de estos datos, investigamos si ®(x) = ¢; f (x) + ¢; g(x) +¢3 h(x) cumple la Tesis:

23,. P77 +a,. D" + a,. D=
=a,.[c1f"+cag”"+esh™ ] + ajeif"™+e2g"+tezsh’ ] + afef+eg+esh] =

=crfa, f"+a. f'+af] +cla, g " +2a5..g" +ag] +cs.J]a,h”"+a. h"+ah] =
= C1. O + c. O + cz. O = O ; (VXED)
[q.e.d.]

Ejercicio: Verificar que f(x) =senx; g(x)=cosx y ®Dx)= 3f(x)+5 g(x),

son solucion de y "+ y= O
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DEFINICION 3: “linealmente dependiente” (1.d.)

El conjunto de funciones { f; ; f;; ....... ; fi} es “linealmente dependiente” en |[a; b],
si existen constantes €13 €23 eeeeees ; ¢j (no todas nulas), tales que:
ci. fi(X)+ o (X)) + oeviinnnns +¢.fj(x)=0 ; Vxe[a;b].

DEFINICION 4: “linealmente independiente” (l.i.)

El conjunto de funciones { fi; f;....... ; fj} es “linealmente independiente” en [a; b], si
no es “linealmente dependiente” . O sea; {f;; f25 ....... ;f;} es Li. si:

“cr. fi (X) 2. f2(X) Hevennnnnnn +¢.fj(x)=0; Vxela;b]= ci=c2=....... =¢; =07,
NOTA:Si a “c;.fi+c. 6 +.......... + ¢;. f;=0” la llamamos, ecuacion basica (E.B.);

entonces {fi; f3; ...; fj} es Li. < la E.B. se satisface unicamente si todas las constantes son
nulas.

Ejemplos:
1) {f(x)=e" ; g(x)=3.e"}; Dominio: R
EB.2 ¢.fx)+c.8x)=0; VxeR
2> ¢.e'+¢.3e"=0; VxeR & e'. [ +3¢]=0; VxeR

(20w 6 +30=0 & ¢ =-3.¢

Luego, si porejemplo, ¢;=6; ¢;=-2 = [6].e"+[-2].3e"=0, VxeR;
0 sea, existen constante no nulas para las cuales se satisface la E.B.

Conclusion: {f(x)=e" ; g(x)=3¢"} esld.

g(x
Observacion 1: en este caso ‘“vemos” que: L=3 (cte)

fix)

2) {f(x)=1; g(x)= x} ; Dominio: R
EB.2 ¢.fx)+c.g2(x)=0 ; VxeR 2 ¢ +c;.x=0; VxeR
Pero, ¢; +¢;.xZ 0, Vx eR < ¢;=c¢;=0 (porque existe #nico x verifica (+))
Luego, la E.B. se satisface Unicamente si todas las constantes son nulas.
Conclusion: {f(x)=1; g(x)= x} es Li. en R.

“ & gx

# cte.

= x” ; osea, que:
) )
3) {(f(x)=1; gx)= x; h(x)= x*} ; Dominio: R
E.B. > ¢;.f(x)+c;.g (x) + c3.h (x)=0; VxeR D ¢; +c3.x +c3.xk= 0; VxeR

Observacion: en este caso ‘“vemos” que:

& cg=c2=c¢3=0 (alosumodos x’s verifican (»))

Conclusion: {f(x)=1; g(x)= x; h(x)= x’} esLi.en R
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CRITERIOS PARA DETERMINAR “lLd.” 6 “l.i.”

(1) Dos o mas funciones no pueden ser li si una de ellas es la funcién nula.
(verificar)

(2) fyg tal que ninguna sea la funciéon nulaen [a; b] y g(x)#0, V x € [a; b],
entonces:

f
{f; g}ld.en [a;b] & -2 = cte.
g(x)

Ej.1) {3e¢*; e} Ld. en R |

(3) f y g tal que ninguna sea la funciéon nulaen [a;b] vy g(x)# 0, V x € [a; b],
entonces:

f
{f; g}li.en [a;b] o 2 = cte.
g(x)

Ej.2) {1; x} Li. en R

(4) Si f y g soluciones no nulas en [a;b] de una EDOLH- 2; entonces:

fo 8w
!

) #0 ;V x e [a;b]
fv 8w

{f; g} Lli.en [a;b]

1 x
Ej.2) {1; x} Li. en R pues ‘0 1‘=1¢0; VxeR

(5) Si{fy;1; et ; fu } n-soluciones no nulas en [a; b] de una EDOLH - orden “n”
entonces “ {fi; f; ....... sfh}li.en [a;b] © detA#0; Vxe[as;b]”
> A matriz de “n” filas por “n” columnas, donde cada columna esta formada

por una funcién solucién (f;) y sus (n-1) derivadas (f; ;] ; ...; fi(n_l) ).

1 x+1 x?
Ej. 3): {1; x+1; x>} Li. en R pues |0 1 2x |=2#0; VxeR.
0 0 2

Ejemplos:
4) Determinar si f(x) =senx y g(x)=cos x son solucion Li. de y”" + y=0.

¢ f(x)=senx; f"(x)=cosx; f"(x)=-senx=> f"(x) +f(x)=0,Vx (f sol.)
¢ g(x)=cosx; g'(x)=-senx;g  (x)=-cosx=> g (x) + g(x)=0, Vx(gsol)
f
¢ ® =tgx #£cte = senx y cosx son soluciones Li. de la EDOLH-2.
g(x)
5) Mostrar que f(x)=1; g(x)=x y h(x)= x? son soluciones Li. de y =0.
6) Mostrar que f(x)=e>* y g(x) =5e" son solucionesl.d. de y” - 6y +9y=0.
7) Mostrar que f(x) =€ y g(x) =x e son soluciones Li. de y”" - 6y’ +9y=0.

8) Mostrar que e*; e™; e son soluciones Li. de y”"'- 2y~ -y +2y=0.
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TEOREMA 3 - FUNDAMENTAL

Dada una ecuacién diferencial lineal, homogénea y de orden n (EDOLH-n)
a,(x).,y ™ + a;(x).y™ " +...... + a,q(x) .y +a,(x).y=0
si a,3 a1 ;....; a, son funciones continuas en [a;b] y a,(X)#0; Vx € [a;b]
entonces se verifica que:
(I')la ecuacion tiene “n” soluciones “linealmente independientes”: fi; f; ....; f;,.

(I3 })

(IT') f essolucion dela EDOLH <> es combinacion lineal de “n” soluciones Li.

(s/d)
Observaciones:
< fi; 5 ...3fn  solucs. de EDOLH
D= cify +Crfy + v, + ey, ® solucion de EDOLH —n (Teor. 2)

< fi3 f25 ... fa solucs. Li. de EDOLH
“n” : orden de la EDOLH
f: solucion de la EDOLH

f = ¢of) + o fy +.......... + ¢, fa (TeO 3-F)

Conclusiones respecto a las EDOLH-n :

(1) En (I) Teo 3-F se asegura la existencia de “n” soluciones; en el Teo 2, que
toda combinacién lineal (c.l.) de soluciones de una EDO es solucion de la
EDO.

Luego, y dado las infinitas formas como se pueden elegir las constantes en la
c.l.; concluimos que las EDOLH tienen infinitas soluciones.

(2) Por (IT) del Teo 3-F, si las “n” soluciones son “Li.”, entonces todas las
soluciones se_pueden escribir como_c.l. de ellas (no existen soluciones que no
se puedan escribir como c.l. de n soluciones lL.i.). Luego, y dado este principio,
concluimos que en la solucion de una EDOLH debe haber tantas constantes
como orden tenga la ecuacion.

DEFINICION 5: BASE de SOLUCIONES

Dada una EDOLH-n, llamamos Base de Soluciones a todo conjunto de
“n” soluciones “linealmente independientes” de la ecuacion diferencial.

DEFINICION 6: SOLUCION GENERAL.

Llamamos solucién general de una EDOLH-n a la solucion f construida
como combinacion lineal de las funciones de la Base de Soluciones; o sea:
f=cify +eafh+ooieain + ¢, fy ; (ci = ctes arbitrarias).

La conclusién mas importante y util a los efectos del calculo de soluciones que obtenemos
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Ejemplos:
9) y'=0 (EDOLH - orden 3)

B={yix)=1; y2x) =x; y3(x)=x"} (Li)|||S ¢ g0=2+3x+ &’

S={f/ f solucionde y"""'=0} *k(x)=5 ehx)=5x"
% S = conjunto de todas las soluciones opx) =x+ X
S={f/f(x)=ci+cr.x+c3.X°; ¢1,c2eR} *qx)=2+x +3x°

10) Dada y” +y=0 (EDOLH —orden2): | S *kx=3senx+4.cosx

g (x)=5senx

BASE

B={yi(x) = sen X ; yz(x) = cos x } (Li.) % yi = sen x

ep(x)=-3.cosx
* Yy, = COS

S={f / f(x) = ¢; .sen x + ¢;. cos Xx; ¢q, ¢; €R} *q() = sen x - cos x

Siuna funcién tiene “otra forma”, por ejemplo, h(x) =sen (x + %),

ise puede afirmar que no es soluciéon de y” + y=0 ?. Larespuesta es, NO.
Hay funciones que se pueden representar de “distintas maneras” (entre ellas las
trigonométricas). Asi, el solo hecho de que una funcidén no tenga la “forma” de la
solucion general no implica que no sea solucion. Al respecto, no podemos decir nada.

Para resolver esta incognita, hay dos caminos:

(C.1) derivar, reemplazar en la ecuacion y “ver” que pasa (si la verifica o no).

(C.2) tratar de escribir h como c.l. de las funciones de la BASE de la EDOLH.
(Por Teo. 3-(IT) si esto es posible; h es solucién de la EDOLH)

(C.1) Derivamos: h (x) = sen (x +%); h’ (x) = cos (x +%); h’" (x) = - sen (x +%)

Reemplazamos: h”" (x) + h(x) = - sen (x + %) +sen (x + %) =0; VxeR.

Concluimos: h es soluciéon de y"+y=0.

(C.2) Por Trigonometria: sen (x + £) = sen x. - + cOS X. Een

sen (x +£)=senx. B teosx. L= ¢i. sen X +¢2.€cos X

1
2
=~

C1 C2
Conclusion: h es solucion de y " +y=0.

Respecto al C.2: ;siempre se puede acudir a é1? La respuesta es, NO.
;Porqué?: porque requiere conocer una Base de Soluciones, lo que no siempre se

é
da.

11) Dada x*y” + xy -4y=0 en [l300) > h(x)=2> _216; ces solucién ?
X

xzy" + xy'-4y=0 > EDOLH-orden2 2> B={y;;y:}(1i) (;.??)

Luego, para resolver este problema no se puede acudir al C.2; si al C.1

Ejercicio: verificar, por el C.1, que h es solucion de x’y”" + xy ' -4y=0
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Ecuaciones Diferenciales Lineales “No Homogéneas” [EDOL-no H-n]

A partir de la Ecuacion Diferencial Lineal “No Homogénea™:

a,(x) .y + a;(x).y™ P +...... + ap1(x) .y '+ ax(x). y= b(x) (D)
con aj(x) 1=0,1,..,n, funciones continuas en [a; b] ; a,(x) #0 ; Vx € [a; b]
definimos los siguientes nociones:

DEF.7: A la EDOL- Homogénea incluida en (I),
2,(x) . Y™ + a;(x) . y"P +... +a,q(x). y +au(x).y= O (I)
la llamamos: Ecuacion Homogénea asociada a (I).

DEF 7.1: A lasolucién general de (I), la llamamos: solucion de la homogénea ;
la indicamos: yp
DEF 7.2: A cualquier solucion de (I) que no tenga constantes:
la llamamos: solucién particular ;
la indicamos: yp,

TEOREMA 4:

Si f es unasolucion cualquiera de (I) (No Homogénea);
y h es unasolucion cualquiera de (II) (Homogénea asociada) ;

entonces, f+ h es solucion de (I), la No Homogénea .

Osea, si ®=f+h = [a,P" +a. 0"V + ... +a,,(x) .® + a,®|x = b),

|

Demostracion: (demostramos para n =2 ; queda como ejercicio para n=3)
Sea a,y + a .y +a,.y=b; (VxeD) (I

a.y +a.y +ta.y=0; (VxeD) (1)

debemos demostrar que ®(x)=|[f+ h] ) es solucion de (I);
o sea que, reemplazada ® en la ecuacion (I), la satisface Vx € D

Por Hip: ¢ f sol.de(I) = a,.f"+ a;f" + a,.f = b; (VxeD)
¢ h sol.de II) = a,.h”"+ a;.h"+ a,,h=0; (VxeD)
A partir de estos datos, investigamos si ®(x) = f(x) + h(x) cumple la Tesis:
2, . P +a;. D+ a,. D=
=a,.[f"+h"”"] + a;.[f"+h’] + a,.[f+h] =

= Ja, f""+a. f"+a,f] + [a,h”"+a,.h"+a,,h] =b+0=Db (Vx e D)
[q.e.d.]

Ejemplo: dada y "'- 2y~ -y +2y=8¢™.
Mostrar que: h (x) = e** es solucion de la “homogénea asociada”;
f(x)= e es solucion de la “no homogénea ” ;

® = f +h es solucion de la “ no homogénea ” .
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TEOREMA S:

Si @ es solucién de la No Homogénea (I); entonces @ =yy +Yy,
con: Yy solucion de la homogénea (II) ;

Yp solucion particular de 1la No Homogénea (I).

Demostracion: (demostramos para n =2 ; queda como ejercicio para n=3)
Sea (I) a,,y” " + a;.y +ay.y=b; (Vx e D) = ypsolucion (I)

) a,y” " +a;.y +a,.y=0; (Vx € D) 2y, solucion (II)

Debemos demostrar que: ® = y, +yp;
equivalentemente, que: ® -y, = yn ; osea, que ® —y, sea solucion de (II)

Por Hip: ¢ @ solucionde (I) = a,. @ + a;. ® " +a,, ®=Db; (VxeD)
¢ yp solucionde (I) = a,.yp '+ a.yp '+ a2.y, =b; (Vx eD)
Con estos datos, y=® -y, (es solucion de (II) ?:

.y ta.y ta.y=a,.[@®-y, ]+ a. [®-y,] + 2 [®-y,] =
=2, .[@7-y, |t ai. [® -y, | + az [®-y,] =
=[a, ® " +a. ® +a ®- [a,y, +a.y, tary]=b-b =0V

[q.e.d.]

DEF. 8: A®, la llamamos: Solucion General de la No Homogénea ;

la indicamos: y, =

Y:=¥nt Yp

NOTA: la Solucién de la Homogénea, yp, por Teo. 3F es: yh,=c¢1y1+¢2 y2+....+ Ch yn.

Finalmente entonces:
y: = [eiyi teay, +oocotepyn] +

Método General para resolver una EDOL- No Homogénea — Orden n

(1°) Hallar Base de Soluciones de la Homogénea. =2 B = {y;1 5 ¥25 «.ee5 ¥ } (LiL)
(2°) Hallar Solucion de la Homogénea. =2 yh=c¢1y1 + €2 y2 +.cece + Cn¥n.

(3°) Hallar Solucion Particular de la No Homogénea = y,

(4°) Dar la Solucion General 2 Ye=leayt teay2 oot eayal typ

Ejemplos:
12) Dada y""'-2y’-y'+2y=0(>EDOLH-3; B={y; (x);y2(x); y3(x)} (Li.) )

Facilmente se puede demostrar que B = {e*; e™; e**} (ejercicio)

Luego, su solucion general es: yg=yn=¢1y1 + €2 y2 +¢€3.Y3.

Ve = c1 e +tcr et e
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13) Dada y"""- 2y "-y  +2y= 4x (*¥), dar su solucion general.
YLEDOL“NoH”-3 = b(x) =4.x (lineal); B = {y1(x); y2(x); y3 (x)}
(1°) B={e*; e™; ™} (ejemplo 12)
(2°) yn= c1€* +c; e +e; e (ejemplo 12)
(3°) ¢yp? 2 por “pruebay error”
(funcion de prueba?: y = lineal, funcion prototipo de la clase de b.
y(x) =Ax+B ((A?; (B?, ;existen?)
P y(x) =AXx+B ;5 y(®=A; y®)=0; y"(x) =0

Reemplazamos en (¥*) y hallamos (si existen) Ay B:

y -2y -y +2y= -A+2(Ax+B)= 2Ax+(2B-A)= 4x

2Ax+(2B-A)=4x o [2A=4 <:>{A=2
2B-A=0 B=1 Dy=2x+1

4°) Ye? Dlyve=wmmt+t Yy D=+ er+e e +2x+1

14) Dada y~"'- 3y~ + 2y’ = 12¢e™ (*), dar su solucion general.
Y EDOL“NoH”-3 = b(x) =12 e (exponencial); B = {y1(x) ; y2(x); y3(x)}

(1°) B={e"; e™*;1} ( verificar)
(2°) yn= ci1e* +¢; e +c3

(3°) ¢yp? 2 por “pruebay error”
(funcion de prueba?: y = exponencial, funcion prototipo de la clase de b.
y(x) = A. e ((A?; jexiste?)

P yx) =A. e’ 5 y(x)=3. A" yx)=9A.e y(x) =27.A. ™
Reemplazamos en (*) y hallamos A (si existe) :
y -3y +2y = [27TA-27TA+6A].e* =[ 6A]e™ = 12
[6A]e™ = 12e™ & [6A=12
A=2 yp=2 ¢

() ¥e? D Ye= vt ¥p D Vo= et e e+ 26
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15) Dada y"""- 3y~ + 2y"~ = 12¢* (*), dar su soluciéon general.
LEDOL“NoH”-3 = b(x) =e* (exponencial) ; B = {yi(x) ; y2(x); y3(x)}
(1) B={e'; e™;1}
(2°) yn= cre* +c¢; e +c3
(3°) ¢yp? 2 por “pruebay error”
(funcion de prueba?: y - exponencial, funcidn prototipo de la clase de b.
y(x) = A. e* ((A?; ;existe?)
P y(x) =A.e" ;3 y(X)= Ae'; yx)= A.e’ 5 Yy (x) = A.e'
Reemplazamos en (*) y hallamos A (si existe) :
y -3y +2y = [A-3A+2A].e" =[0.A Je" # 12¢" (VA)
= no existe A tal que A.e" sea solucion particular de la EDOL- NoH

» (Esto implica que no existe solucion particular?? .
NO, esto solo implica que la solucion particular no es una “exponencial”.

JPor qué ahora no loes yen el ejemplo-14 (muy parecido), si lo era?;

JA que “clase” de funciones pertenecera la solucion particular? ;
JHabra “algo” en la ecuacion diferencial que de “pistas” al respecto?

16) Dada x’y” + xy’-4y= 12 (¥), dar su solucidn general
YEDOL“NoH”-2 = b(x) =12 (constante); B = {y((x); y2(x)}
(1°) (B?
(2°) iyn?
(3°) ¢yp? 2 (funcién de prueba?: y => cte, funcion prototipo de la clase de b.

PYx) =A ;5 y()=0 y'(x)=0.
Reemplazamos en (*) y hallamos (si existe) A:

Xy '+ xy-4y=-4A=12 & A=-3 > y~-3

4°) Yg? 2| Ye=Ynt ¥Yp 2 Yg=Yn -3 [Piyn? > (B?

NOTA: estos dos ultimos ejemplos muestran que si bien el Método General da un
camino para resolver las EDOL, en la prdactica y en algunos casos, su aplicacion se
dificulta. El principal problema est4d en el ler paso; o sea, en la determinacion de la Base
de Soluciones (ej: 16)

Existe un caso donde las caracteristicas que en particular presenta la EDOL, permiten
salvar esta dificultad, encontrar un Método para hallar B. Es el caso de las EDOL-
CC:

Ecuaciones Diferenciales Lineales a Coeficientes Constantes:
(n-p) +

aooy(n) + alo y
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Método General para una EDOLH - Coeficientes Constantes

a,. Y+ a.y™V+...... +a,1.y +ta,.y=0; Vxe[a;b] (I
Qg3 A1 5 eeeenenens s a,1; a, €eR ; a, #0.
i(x) =a; , V x € [a; b] = funciones constantes > continuas en |a; b].

(1°) B =Base de Soluciones de (IIT) 2 B = {y; ; y2; ..... 5¥n}
L .como procedemos para hallar B? 2 por “Prueba y Error”.

(Paso-1) elegir una “funcion de prueba” , f .
(Paso-2) derivar f, reemplazar f y sus derivadas en (III):
fieverifica(Ill) ?: < SI = f es solucion
< NO = f no es solucion = (Paso-1)
(Paso-3) repetir (P-2) hasta obtener “n” soluciones de (IID): {fi 5 /25 ...ce5 fn }
(Paso-4) analizarsi {fi ; /25 .....; fn} es BASE de SOLUCIONES:

iesli.?2:o SI = FIN del Proceso 2> B={fi;f2;..... s /ot
< NO = (Paso-1), reiniciar el proceso hasta obtener B.

Ejecucion del proceso de Prueba v Error:

» (Paso-1): Para elegir f (funcion de prueba): ;por donde empezamos? .

Inspeccionamos la EDOL al efecto de “ver” si  presenta alguna
caracteristica que nos remita a alguna funcion “conocida”. Al tal fin, lo primero
que hacemos es “simplificar” el problema, plantear el “caso simple” (n=2):

a. y;'x) + b. y’(x) +c.yxn=0 35 Vxela;b] (III-2)

a;b;ceR ; a#0.

M ;Que vemos?: Que y =y(x) para ser solucion de (III-2), debe verificar
que , y' e y’~ al ser multiplicadas por un numero real y luego sumadas,

hagan “cero” la ecuacidn, para todo “x”. Que, para que esto pase, y(x) debe
verificar que sus derivadas sean “multiplos de si misma”; o sea:

y*(x) = ax y(x), ok eR.

M ;Existe tal funcién?: si, la “exponencial” tiene esta propiedad.

. , . rr 2 . k k r.
y=e""* 2> y'=r.e""; y'=r.e"";. ... ; y® =rke"™

Conclusion 1: funcion de prueba > y=e¢"".

. .r . , . rr 2 .
» (Paso-2): La exponencial, jes solucion?: y=e¢"* 2 y' =r.e"*; y'=r.e""

a.Y'+b. Y +e.y= alrt. e | +b. [r.e" [ +ele"] =0, VX &

<:>[a.r2+b.r+c].er'x=0,‘v’x S a.r’+b.r+c=0

X

Conclusion 2: y=e"" es solucion de (III-2) < r es solucion de a. > +b.r+ec=0.

NOTA: facilmente vemos que la conclusion obtenida no depende del orden de la
EDOL; que podemos generalizar la misma a ecuaciones diferenciales lineales de
orden “n”.
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DEF. 9: Ecuacion Caracteristica (EC).
Llamamos, Ecuacion Caracteristica a la ecuacion:
a,. 1"+ a.r"Y+ . +a,.r +a,=0,
asociada ala EDOL (IIl): a,. y(“) + a;. y(“' Dy ... +a,,.y + a,.y=0

Conclusion General / Paso-2
y=e"* es solucion de (III) < r escerode a,. r" + a. r™Y+ ... +a,;.r+a,=0.

y= e solucién de (III) < r raiz de la “Ecuaciéon Caracteristica”.

» (Paso-3) Obtener “n” soluciones de (III): {yi; y25.....5 Yn}

(I3 3]

ue u uacio i ices; qu

Por Algebra sabemos que una ecuacion de grado “n” tiene “n” raices e estas
pueden ser simples ¢ repetidas, reales ¢ complejas; que, si son complejas,
aparecen de “a pares”.

Luego:| ¢ Si m = cantidad de raices reales (sin repetir) de la EC entonces m<n;
|;Si rj solucion EC, r; R entonces yj; =e"™* solucion de I1D); j=1, 2,..., m
Conclusiéon 3: de la EC podemos obtener “m” soluciones distintas de (II) con m< n.
Jm=n? |iT‘SI = (Paso -4)

NO = (Paso-1) (reiniciar el proceso, obtener las “n-m” sols. faltantes)

» (Paso-4) {y1:Yy25 ..... 5¥n s ¢ es BASE de SOLUCIONES ?
iesli.?: < SI = FIN del Proceso 2> B={y; V25 .c.c.3 ¥ }

<& NO = (Paso-1), reiniciar el proceso hasta obtener B.

Ejemplo 17: y"- 4.y'+ 3.y = 6.¢* (®EDOLH-2 2 B = {y;; y2} (i.) ; b(x)=6.e*)
(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 - B = {y;; y2} (l.i.)
» (Pasos 2;3): EC - r’-4r +3=0 © =3 =1 (2 raices, reales y distintas)

rn=3 = (yi=¢e"

rn=1= |y;=¢" 2 soluciones: ;son Li.?

criterio 3 Li.
y: e’

» (Paso-4): — = o e 7Y cte —>—> {y1; Y2} esli. ; es Base de Soluciones

y:

: B={e3.x;ex}

(2°) Solucion de 1a Homogénea: y,= ¢ e +cy e

(3°) Soluciéon Particular: y,=Axe > A=-3 > y,=-3xe"
(Verificar. Explorar porqué no es: A.e")

(4°) Solucion General: y,= ¢; e+, e’ -3xe’
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Construccion de la Base de Soluciones segun las raices de la EC.

Distintos Casos parala EDOLH-2: a, Y'+a; Y +a,y=0 ;Vx e [a;b] (III-2)
a5 a1;a; €R; - 4, #0

Caso 1: Raices Reales y Distintas:

a, y"+a1 y'+a2y=0

EC > a,,r2+a1.r ta, =0 © ri;r, eR A ri#ry (¥

(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 - B = {y; ;y; } (Li.)
»(Pasos2;3): r; = [ y1=e'™

X

2. . o 4 .
r, > |y=e" -> 2 soluciones distintas: ;son Li.?

yI er].x
» (Paso-4): — = = e M2)X= g 0X 2 fe [por (*) a=r;-12 #0]
Yy, erx
—> {¥1; Y2} es li.—= Base de Soluciones — B={e X, g2
crit 3

(2°) Solucion de la Homogénea — Caso 1:  y,=¢; el et

Caso 2: Raices Reales e Iguales:

y'-2.a.y+a’y=0
EC Or¥-2a.r+a’=0 © (r-a)’=0 @ r;neRA n=rn=a (%)

(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 -2 B = {y; ; y2 } (L.i.)
(*)

»(Pasos 2;3): 1 = |yi=e"™ = e
()

X o.X

r, =>y,=e?* = e* y1 =Yy2 =2 1solucion = (Paso -1)

a.X

» (Paso-1) Buscamos otra solucion = funciéon de prueba: y = x.e™"
2

y =e**.x —% ol y =e* . x.d
) -2 X
y=e**.1+ax) S LN 2a.y=e"(2a-20a%x)

y ' =e**(2a+tarx) — 3y y’=¢**.(2a+a’x)

y'-2.a.y +a’y=e*" 2o+ a’x - 2a - 20’x + a’x)
y'-2.a.y+a’y= 0-> essolucion!!
Conclusion: y, = x.e* ™ es soluciéon de la EDOLH-2

Yy X. e* X . a. X o. X
» (Paso-4): —= =x #cte > {y;sy2}esli.=>B={e""; x.e"}
yl e(l.X

X

(2°) Solucion de la Homogénea - Caso 2: yp=c¢;€ “X oy ¢, x.e *%

NOTA: La funcion de prueba: y = x. e**; se obtiene acudiendo al método de sustitucion.

Se propones como solucion la funcion: y = e**.v(x); se busca v (nueva incdgnita )
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a

y =e* .y — > ol y =e** alv

. : -2 )
y=e* . (v+tav) ST AL N 2.y =e*N(2av-20v)
yrr_ea.X (v rr+2avr+(x2.v) ---------

v =e* (v 420y +0av)

y'-2.a.y+aly=e* (") =0
| ea.x(v”)= 0 p'=0 v(x)=c1x+cz sol part.

v(x) =X

Caso 3: Raices Complejas :

a, y"+a1 y'+a2y=0

2
EC 2 ar" +ta;.vr +a =0 & ri;r€C A py=a+bi ;rp,=a-bi

(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 - B = {y;; y2} (Li.)

» (Pasos 2;3): r; = [z;=e""

rn = k=e?™* 2 soluciones a variable compleja!!

Nuestro trabajo requiere funciones solucion a variable real.

Para ello, acudimos a la “Formula de Euler”

o“Férmula de Euler”: e* = cos (o) + i sen (o)

. ni Y , EULER (a = b.x)
- 7 =er X _ e(a bl)x=e(ax lbx)=e(ax).e(bx)1 _

- ™, (cos(bx) +i .sen (bx)) = [e“Y.cos (bx)]+ i .[e®Y sen (bx)]

- z1= [e™.cos (bx)]+i.[e®™ sen (bx)] = yi1 (X) +i.y12(X)

con: yj;-e @ cos (bx) (parte real de z; = funcion real a variable real)

yi2 = € ™, sen (bx) (parte imaginaria de z, = funcién real a variable real)

Luego, obtenemos dos funciones escalares soluciones de la EDOLH.

= {yusyn}li. = B={e @), cos (bx) ; e ®. sen (bx)}
crit 3

(2°) Solucién de la Homogénea — Caso 3: yn=c; e ™. cos (bx) + ¢, e ™. sen (bx)

yn=e @, [¢; cos (bx) + ¢, sen (bx)]
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Método General para una EDOL “NoH” - Coeficientes Constantes (CC)

a,. Y+ a.y™V+...... +a,,.y ta,.y=bx) ; Vxe[a;b] AV)
Qg3 A1 5 eeeeennens s a,1; a, €eR ; a, #0.
< ai(x) = a; , V x € [a; b] > funciones constantes -> continuas en [a; b].

Observacidn 1: este tipo de EDOL es un caso particular de Ecuacion Diferencial Lineal.
Luego, el Método General a aplicar para resolver (IV) es el ya visto; pero, con un
problema resuelto. Para las EDOL-CC (y sélo para ellas!! ) contamos con un Método
para hallar B, la Base de Soluciones de la Homogénea.

Método General para resolver una EDOL- No Homogénea — Coefs Ctes 0 No

(1°) Hallar Base de Soluciones de la Homogénea. = B = {y; 5 Y25 «ee3 ¥ } (L.i.)

(2°) Hallar Solucién de la Homogénea. 2 yn=C1y1 tC2y2 + ..+ C¥n.
(3°) Hallar Solucion Particular de la No Homogénea = 'y,
(4°) Dar la Solucion General 2 Ye=leayi teay o teayal typ

Observacidn 2: si repasamos los pasos del Método General vemos que resta un problema
por resolver; el de la Solucion Particular (3°). Para hallar esta solucion acudimos al
método de “Prueba y Error”, detectamos ciertos problemas en el criterio usado para elegir
la “funcion de prueba”. Recordamos que tal funcidon era la “prototipo” de la clase de
funciones a la que pertenece “b” (el “término independiente”) y que si bien en muchos
casos este criterio sirvio (hallamos la solucion particular) hubo otros en los que no; y esto
aunque las ecuaciones diferenciales eran muy similares.

Resolvemos este tltimo problema a través de “sistematizar” la busqueda de soluciones
particulares.

Para lograr este objetivo existen distintos métodos, vemos uno de ellos.

Solucién Particular - METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS.

Este Método, en esencia, es el de “Pruebay Error” que usamos en los ejemplos.
Consiste en elegir como “funcion de prueba” la funcion prototipo correspondiente a la
clase de funciones a la que pertenece “b” (o sea, una funcidén similar a “b” pero con
“coeficientes indeterminados”); reemplazarla en la ecuacion diferencial y hallar, de ser
posible, los valores de los coeficientes para que la funcidn propuesta sea la solucion
particular buscada.

Ejemplos:
18) Dada y"""- 2y '-y +2y=6x-3 (¥), b(x)=6x-3 > “lineal ”.
(yp? 2 funcion de prueba: y(x)=A.x+B ( A?; (B?, ;existen?)
» y(x) =Ax+B ;5 y(X)=A; y'x)=0; y'(x) =0 (Reemplazamos en (*))

Yy -2y -y +2y=-A+2(Ax+B)= 2Ax+2B-A= 6.x-3

2AXx+(2B-A)= 6x-3 < J2A=6 o JAa=3
2B-A=-3 B=0 Dy,

»| yp = 3x (verificar)
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19) Dada y""'- 3y "+ 2y’ = 3 e *), b(x)=3 Sl exponencial ”.

Yp? > funcion de prueba: yy(x)=A. e

b yp(x) =A. e ; y;(x)=3.Ae3X; y;;(x)= 9A.e™; y;;’ (x) =27. A. e

Reemplazamos en (*):
y -3y 42y = [2TA-2TA+6A].e* =[ 6A]e™ = 3¢
[6A]e™ =3¢ < (6A=3
A=%Dy

Py, = % & (verificar)

20) Dada y"""-3y” "+ 2y’=¢" (*), b(x)= e* > “exponencial ”.
WEC: -3 +2r=0 & ri=1;r=2;r;=0
(1) B={e'; e”;1}
(2°) yn= ci1e* +¢; e +c3
(3°) ¢(yp? 2 funcidon de prueba: y,(x)=A.e”

P yp(x)=A.e" ; y;) (x)=Ae%; y;;(x)=A.eX ; y;)"(x) = A.¢e

Reemplazamos en (*):
y -3y "+2y = [A-3A+2A].e" =[0.A Je'=0 =% 12¢"

= no existe A tal que A.e* sea solucion particular de la EDOL- NoH .

;, porqué y, no _es solucion de (*) si en el ej-19 (muy parecido) si lo era ?;

¢, hay “algo” en la EDO o en su resolucion que de “pistas” al respecto?.
SIN: e*=e'  y “1” es raiz de la EC ; luego,
e" solucion de la Homogénea = A e¢* también loes y VA !!

Para salvar este problema, y, (la funcion de prueba fallida) se multiplica por “x
= funcién de prueba : f, (x) =yp(x) . x > f, (x) = A.e".x (verificar que existe A).

Conclusion_General: para b(x)= k.e (k, L e R)

M Si A noes raiz de la EC = y,m=A.¢ ;

M Si A es raiz de multiplicidad “m” dela EC entonces f,(x) = ypx).x™

m

= fm=Ae .x
M Si A =0 entonces b(x)= ke > b(x) = k; luego,

si 0 es raiz de multiplicidad “m” dela EC entonces f,(» = yp(x).x"

= f,o=Ax".

M en general, cualquiera sea “b(x)”, si “y,” la funcién de prueba elegida no es
solucion particular de la no homogénea entonces: f, (x) = Yp(x). x™

.
9
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21) Dada y”’- 4y +4y = 4> (%), b(x) =4 e** > “exponencial ”.
% EC: r’-4r +4=0 < [ n=n= 2 |(multiplicidad de la raiz = 2)

(1°) B={e*™ ; x.e™ } (verificar)
(2°) yn= c1 e +¢; x.e
(3°) ¢yp? 2 funcidn de prueba: y(x) = A. e™ . x* (probamos...)
Py(x) = A. xe?; y(x)=[2Ax +2 A x e 5 y(x) =[2 A+ 8Ax +4Ax* |.e**

Reemplazamos en (¥):
y -4y +4y =[2A].¢" =4e & A =2

2 2 - ., i
P yp = 2. x". e (verificar que es solucion de la no homogénea)

22) Dada y''-y” = 10 (%), b(x) =10 > “constante”
CECOr-r=rr1)=0c r=1; (2 mult. =2)
(1°) B={e";1; x} (verificar)
(2°) yn=cie*+cy +e3.x
(3°) ¢yp? > funcion de prueba: y,=;A?; NO 2> y,=A. x?
P Y@ =A.X" 5 y(®=2Ax; y'(®=2A; y =0

Reemplazamos en (¥*): y "'-y ' =-2A=10 & A=-5
> yp = -5.x°
4°) t',yg?9 Ye=Yn T ¥p 9}’g=clex'|'¢2‘f'(::;.X-SXZ

23) Dada y'’-y” = 12x(%), b(x)=12x - “lineal”
CEC > r-r=rr1)=0 & r=1;
(1°) B={e";1; x}

(20) Yn = cle"+c2 +¢3.X

(= mult. =2)

NO
(3°) (yp?: funcidon de prueba: y,={ Ax+B? —5 y,= (Ax+B).x* = A x’+ Bx*

P y(x) = A X+ Bx*; y(x)=3.Ax+2.Bx; y(xX)=6Ax+2B; y ' (x)=6 A

Reemplazamos en (*):
y -y '=6A-6Ax-2B =-6Ax+(6A-2B)=12x

-6AX+(6A-2B)=12x &J-6A=12 & A=-2
6A-2B=0 BE-6 Dy, =-2x-6x

(40)(',Yg?9)’g= Yo T ¥Yp > )’g=clex+02 +C3.X-2.X3—6X2
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Solucién Particular — METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS.

2, YV + a. y™ P+

tap .y +a,.y=b(x) ; Vxela;b]

a, = 0.

Si AeR y A noes raiz de la Ecuacion Caracteristica, entonces:

Si b(x) es:

Seleccionar y,:

o e M A oM
a sen (Bx) A sen (Bx) + B cos (Bx)
a cos (Bx) A sen (Bx) + B cos (Bx)
a.X A+B.x
o.X A+B.x+C .x
ag. + 0. X+ oeeee, + o X Ag. + A x+ ...l + A, X
a.x. eM™ (A+B.x+C .x*). eM
(cg. + 0lp. X + ..eeee + aex’).e ™ | (Ag + AL X+ ... + A X)) . et

a . x’. sen (Bx)

(A1+B1.x +C1.x% )sen(Bx)+(A2+B2.x+Cy.x*)cos(Px)

a . x. cos (Bx)

(A1+B1.x+Cr.x?)+sen(Px)+(A2+B,.x+C,.x%)cos(Bx)

a sen (Bx) . e ™™

( A sen (Bx) + B cos (Bx) ). e**

a cos (Bx) eM*

( A sen (Bx) + B cos (Bx) ). e**

P(x) . sen (Bx) . e*

( Q(x) sen (Bx) + H(x) cos (Bx)). e**

P(x) . cos (Bx) . e**

( Q(x) sen (Bx) + H(x) cos (Bx)). e*

Q y H polinomios del mismo grado que P

Recordar que:

M Si A es raiz multiplicidad “m” de la EC, entonces las correspondientes

soluciones de l1a homogénea son: yq(x)= € ; Y2(x) = X.€ $eeee s Ym(X) = x". e

M Si A es raiz de multiplicidad “m” dela EC entonces y*,(x) = yu(x).X"
(con Yy, la correspondiente de la tabla anterior)
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Ejemplos:

24) Dada y"'-3y" +3.y -y=4.e", hallarsusolucién general
WEDOL“NoH”-3 - b(x) = 4.e" (exponencial); B = {yi(x); y2(x) ; y3}

1°) Base de Soluciones

» (Pasos 2; 3): EC SPrP-3r+3r-I=0 o r=r=r;=1

B={e*; x.e*; x’. e*} (verificar)

. , 2
2°) Solucién de 1a Homogénea: y,=cje* +c;x.e +c3Xx .e’,

3°) Solucion Particular: Yp=Ax e D A= %

.y 2
4°) Solucién General : yo= c1e’ +ceyx. e+ x>.eX + 3 x> e

25) y -y’ =senx (¥%)
L EDOL“NoH”- 3 = b(x)=sen x (trig.) ; B={yi(x); y2(x) ; y3(x) }

1°) Base de Soluciones

»(Pasos2;3): ECOr-r=rr1)=0<r=rn=0;r =1

B={1; x;e" } (verificar)

2°) Solucién de la Homogénea: yp=¢; +¢;.xX +¢3 e*

3°) Solucion Particular: y,= A senx+ B cos x

» yx)=Asenx+Bcosx ; y(x)=Acosx-Bsenx ;
y'(x)=-Asenx-Bcosx; y""(x)=-Acosx+Bsenx.

Reemplazamos en (¥*) y hallamos (si existe) Ay B:
y -y’ ’=-Acosx+Bsenx+ Asenx+ B cos x=(B-A) cos x+ (B+A) senx = sen x
<=

B-A=0&])] A=B ©JA=%
B+A=1 2A=1 B="% > y,="2senx+%cosx

4°) Solucién General: yc= yp=¢; +¢;.x+cze* + Yasenx+ % cos x
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11.4 Actividades EDO

1) Para las ecuaciones planteadas a continuacion:
i) Indicar cual de ellas es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO).
ii) Dar el orden de las EDO reconocidas en (i).

(a) yn_|_ 2,ys+y:0; (e) y’_ X.yZO (1) y”+lnx . y,: X2
(b) y”+ 2y +y=senx ) Diymo ) LD
dx dx*  dx

(c) X”+X=t2; (g)3y+2x =4x (k) y’”’+ 12y’=0

2

o’y 0’y 0’y —2mE d’y  —2mE O0“u _Ou
d = h) —F = o277
()5X2+8y2+82 S 0 4o =1 (m)6x2 5y

2) Determinar cual de las siguientes funciones es solucion de la EDO que se indica
en cada caso; cual no lo es. Justificar las respuestas.

)y’ =4y > f®=5e"% g(x)=3; h(x)=0
—2¢ -2t
b) t.y -ty =y > f(t) = ; g(t) =
t2 -2 t? -1
) y'+y=0 2> f(t)= Cisent; g(t)=Czcost

d) y '+ 2y +y=0> f(x)=¢; gx)=e% h(x)=xe”
2 x2
e) y-xy=0 > f(x)=xe*; gx)=¢€" ; hx)= e A;
3 3
f) y+3x’y=6x> > f(x)=e*; gx)=2; hx)=2+c.e ™

f;) Identificar una solucién de la “homogénea asociada’.
f,) Identificar una solucion “particular” de la EDO.

3) (A) Determinar las constantes C; y C; para que y= Ciysent +C;cost,
sea solucion del Problema de Valores Iniciales (Pvi):

y ' +ty=0; y@=1; y (0)=0
(B) Dada y’- e’ =0 @ , y(5)=0 (Pvi)

a) Vo F, justificar respuesta: (I) es una EDO .
b) V 6 F, justificar respuesta: I eX’dx es solucién de @

¢) V 6 F, justificar respuesta: F(x) ZI;etzdt es solucion del (Pvi)
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3
4) Dada y'-l.y=1; o / /
X 2
el grafico muestra curvas solucio: / /
correspondientes a dicha EDO. q /
Se pide: - /
a) dadas f(x)=x (x-1) y g(x)=x.]1 / /i
analizar si son solucion de la EDC -5 -4 74 -2 /1 1 2/ 3
Si lo fueran, analizar si son soluci 1 e
de la EDO, Vx e R /
b) Identificar, entre todas las grafica / 5
la que corresponde a la (o las) / /
soluciones halladas en el item (: A =
¢) Verificar que VkeR, h(x) = (k4 7
es solucion de la EDO. 4
Luego, hallar h si se sabe que h es

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ler ORDEN
(I) EDO - 1er Orden a “variables separables” (v.s.)

5) Resolver las sijguientes ecuaciones diferenciales a variables separables:
t

a) x = 2 e) (e"+1)cost dt +e* sent dx=0
b) x’ xI-2t2 =t f)y y+y =0
¢) x’ =(x-1).(x-2) g) y -cosx.y =0

d) tgt.cosxdt +tgxdx =0 h) y=2+jxy(t).m.
1

6)
a) Establecer cudles de las siguientes EDO son a v.s. y cudles no.
Dy =3x"(1+y) V) y'-2y =5
m y=—Y VI) y'-2y =5x
xX+y
) x.y(y-1)dx— (1+x)dy=0 VII) y'-2xy =0

IV) (sen x +seny)dx + cosy. (x+t1)dy=0 VIII) y'-2xy =5

b) Hallar la solucion general para las EDO a v.s. detectadas en (a) v,
de ser posible, dar la solucion en forma explicita (con féormula y = f(x)
0 x = f(y) segun el caso).

7) Resolver los siguientes PVI. Dar la funcion solucion en su forma
explicita (de ser posible) y graficar la curva solucion:

{x.x'z—t {x.x'z—t

a) b)

x(0)=-4 x(0)=4
(1+u)dv—(1+v).du=0 a) (1+u)dv—(1+v).du=0
v(3)=-5 v(3)=-1

e){ (I+u)dv—(1+v)du=0 yi.y' —=2=0
u(-3)=35 y(1)=2
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8) Todo PVI con EDO de ler orden a v.s. y condicion inicial de la forma
Y(Xo) = Yo; una vez separada las variables, tendra el siguiente aspecto:
S(y) dy = R(x) dx; Yxo) =yo (D
Si R es continua y no nula en un intervalo I tal que x,€ I ; la solucion
de (I) puede obtenerse a partir de aplicar Integrales Definidas (en lugar
de Indefinidas) a ambos miembros de la igualdad, y como sigue:

Yy X

swdy = [ R ax

Yo Xo

Resueltas las integrales tenemos, directamente, la solucién particular

buscada; o sea, la que verifica la condicion inicial: y(x,) =y, .

a) Comprobar la afirmacion anterior resolviendo el ejercicio 7f por el
método de las “integrales definidas™:

b) Resolver el siguiente PVI: y - e"2= 0; y(x0) =yo
1) Aplicando el método de las “integrales definidas”
2) Aplicando el método de las “integrales indefinidas”.
3) (Qué método conviene? ;Por qué?

9)

a) Hallar C; curva que pasa por A(1; -e) y tal que la “pendiente de la
recta tangente” a C en cualquier punto P(x;y) € C, sea igual a la
“ordenada” de P. Graficar C, verificar B(0; -1)e C y que en ese
punto se cumple la condicion que caracteriza a C.

b) Dos curvas que al cortarse forman un “dngulo recto” se dice que
son “ortogonales” (en el punto de “corte”). Para C y B del item (a),
se pide hallar C* tal que C*n C= {B}; C* y C ortogonales en B.

* Equivalentemente, quesit yt son respectivamente las rectas
tangentes (en B) a Cy C*, entonces t Lt .
* Sugerencia: recordar “m¢. mg==-1 = t L t*”.
Graficar C* y C; comprobar que son ortogonales.

(I) EDO - Lineales de ler Orden

10) Completar la siguiente oracion: “una EDO Lineal de ler Orden es una
ecuacion diferencial de la forma: ... ”

a) Lo que distingue a las EDO entre si y permite su clasificacion en “tipos” de
EDO (variables separables, lineales,..) es el método que usado para resolverlas.
Si no es a variables separables (v.s.), existe un método genérico que, con sus
variantes, se puede aplicar una vez detectado que la EDO no es a “v.s.”
Este método consiste en hacer un “cambio de variables” en la ecuacion con el
objeto de que, en las nuevas variables, esta pase a ser a “v.s.”

Para resolver Lineales de ler Orden y del tipo del ejercicio 6a-1I, se acude a
este método. (no asi para las Lineales de Orden n, conn>1 o de otro tipo).

P Lineales de ler Orden (en x3y; v ") =>cambio variables: “y =u).v~.

» Homogéneas (6a-1I) —>cambio variables: “y = X. v
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b)
by) Establecer cual de las EDO del ejercicio 6 es Lineal de 1ler Orden.
b,) Hallar la solucion general de las Lineales de ler Orden detectadas;
hacer esto por medio del “cambio de variables” indicado.
b3) Hallar la solucion general de la EDO del ¢j. 6a-11 (homogénea);
hacer esto por medio del “cambio de variables” apropiado al caso.

¢) Dado el PVI: y +Px)y=0; y(x) =y, (Pcontinuaenl/x,€l)

X
demostrar que yx)= yo eF ™ con Fx :.[ (— P(x))dx es solucion.
XO

11) Resolver las siguientes EDO, con el método apropiado al caso.
a) (1+x2)dy—xydx=0 D (V- 1) dx — (2v + dx = 0
b) y +2.yx=x T) (y"-1) dx -2y z&y) X
¢) 1+u).vdu+ (1-v)udv=0 ) d-y).y.dx -x'dy=0

2 2 40 =
d) (y-xy)dx + x*dy=0 K y-y=e*

L Xty
e y = x Dy-x.y =1+xy’
f) x.dy =y.(1-3xsenx).dx ] 3
g) X.y -y =x'.senx m)y’ - - X
h) tgx. cosy.+ y' tagy=0

n x.y.y =1-x

0) 2y cos y dy =y seny dx +seny dy

PROBLEMAS Y APLICACIONES DE LAS EDO - ler ORDEN

1) Sabiendo que f y g son soluciones de y + P(x) y = b(x); indicar V 6 F, justificar:
a) “h= f-g es solucion de y "+ P(x)y=0”
b) “p =k. f, k € R es solucion de y + P(x)y =b(x) .

2) Dada g(x)=x.f(x), indicar V 6 F (justificar):
a) si f essoluciéonde y + P(x) y =0 entonces g es solucion de y + P(x) y =f (x).
b) si f es solucionde y + P(x) y =0 entonces h(x) = g(x) + 2 es soluciéon de

y +Px)y=f(x)+2.

3)Dada  y’'- x*y* + k xy = - 22; se pide:
x

a) V o F, justificar: la EDO dada es una EDO Lineal de 1er Orden.

b) Hallar £ de modo que z(x) = 2 sea solucion.
X
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4) Sean “y” y “V”, altura y volumen de agua en un tanque al instante “t”. Si el
agua se escapa por un orificio en el fondo de area “a”, entonces la Ley de Torricelli
establece que: “la razon de cambio de V en el tanque que se vacia, es proporcional a
la raiz cuadradade y”. La ecuacion que modeliza este proceso es:

dVv
F =K,y con k=-a,2g8; g=aceleracion gravedad (g= 32 pies/seg®)
Para un tanque cilindrico de 9 pies de altura, 2 pies de radio y con el orificio de

salida circular y radio de 1 pulgada, se pide:

a) demostrar que “y” satisface el siguiente Pvi:
— = —1 y y0)=9 ( id 1 pulgada = _L pies )
; considerar que ulgada = _1 pies
dt 72 1 P 12 P

b) Suponiendo que el tanque estd lleno al instante en que comienza a perder agua,
hallar y =y(t), indicar el dominio natural de esta funcion y calcular el tiempo minimo
requerido para que quede completamente vacio.

5) La ecuacion que describe la caida de un cuerpo de masa “m” en un medio resistente
essmv'+ kv =mg ; con v=velocidad decaida y g = aceleracion gravedad

a) demostrar que si X = posicion del cuerpo al instante t, x(0)=0 ; v(0)=0

2 —kt
entonces X (t)= Mg 4 m’g(l—e’"J

k k*

b) La velocidad de caida tiende a uniformarse en un valor, ;Cuél es?

6) La Ley de Newton del calentamiento (enfriamiento) establece que: “la razon a la
que se calienta (enfria) un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la
temperatura del cuerpo (T) y la del medio ambiente (M = cte)”.
a) Escribir la EDO que modeliza lo expresado por la Ley de Newton. Clasificar la
ecuacion obtenida. Analizar el signo de la constante de proporcionalidad segun el
cuerpo se esté calentando o enfriando.
b) Resolver la EDO en forma genérica y hacer un bosquejo de las curvas solucion
para los casos en que la temperatura inicial, 7,, sea mayor, menor o igual M.
¢) En un horno que se halla a 100°C se introduce un cuerpo cuya (7,) es de 20°C. Sia
la hora de haberlo puesto en el horno, su temperatura es de 60°C y si hay que sacarlo
cuando alcance los 80°C, ;Cudnto tiempo mas hay que dejarlo en el horno?

7) Experimentalmente los psicologos cognitivos han hallado la siguiente “ley del
aprendizaje”:

“la tasa a la que una persona “promedio” puede memorizar un conjunto de N
hechos es directamente proporcional al numero de hechos que falten por memorizar”.
a) Sicon “p” indicamos el nro de hechos memorizados en “#’ minutos por una persona
promedio, /cual de las siguientes expresiones es la “traduccion matematica” de la ley
del aprendizaje?; ;por qué?:
dy

_ . W_ Ny, W ) _
E—ky 00)=0); ar k(N-y) (y0)=N); It k(N-y) (y0)=0).
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b) Pablo debe rendir el parcial de Fisica dentro de 3 hs y todavia tiene que
memorizar 60 formulas. Para ver si llega, toma el tiempo que le lleva memorizar 10
formulas, el cual es de 30 minutos. Pablo (que desconoce la ley del aprendizaje)
hace cuentas y concluye que llega (justo, pero llega). (Qué cuentas hace?; ;Qué
conocida “regla” usa?

¢) Segun la ley del aprendizaje calcular: (i) cuantas formulas memorizard en 3 hs.;
(ii) tiempo para que le falte sélo una por memorizar (jte parece razonable esta ley (o
pensas como Pablo)? ; ;porqué? ).

8) Cierto rumor comenzé a extenderse un dia por un pueblo de 1000 habitantes. Después
de una semana 100 personas habian escuchado el rumor. Considerando que la razon de
aumento del niimero de personas que han oido el rumor es directamente proporcional al
de la que todavia no lo han oido y siendo x(%) la cantidad de personas que oyo el rumor
a la semana ¢; se pide:

a) Indicar cudl de los siguientes PVI modeliza esta situacion:

dx dx dx
a E—kx an E—k(1000—x) an E—k(x—1000)
x(0)=0 x(0)=0 x(0)=100

b) Resolver el problema seleccionado.

¢) hallar el tiempo que debe transcurrir para que la mitad de la poblacién haya
escuchado el rumor.

9) DECAIMIENTO RADIACTIVO
Las sustancias radiactivas decaen por la emision espontdnea de radiacion. Si con m se
indica la masa restante al instante ¢ a partir de una masa inicial m, de la sustancia,

. . . . . 1 dm
a nivel experimental se encuentra que la rapidez relativa de decaimiento, — —.— ,

m dt
es constante.
Se tiene asi que la ecuacion que modeliza el “decaimiento radiactivo” es:
dm — A o 1 «J, . A
o k.m  (;Qué signo tiene “k” ?; ; porqué ? )
Dicho de otra forma, se tiene que: “la rapidez con la que se desintegra una sustancia
radiactiva es directamente proporcional a la masa presente”.
a) Resolver el Pvi relativo al “decaimiento radiactivo”; graficar la funcion
obtenida, verificar que la misma describe el proceso de decaimiento.

d_m= k.m
dt
m(0)=m,

b) Los fisicos expresan la rapidez de decaimiento en términos de “vida media”, o
sea, del “tiempo requerido para que decaiga la mitad de la cantidad de sustancia
presente, cualquiera que esta sea”. Se indica como ty. Verifica: m (ty) =% m,
Indicar V 6 F (justificar): en este caso se tiene que:

—In2
ty,

(i) el ty es independiente de m,; (i) £ =
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10) Se sabe que la vida media del radio 226 es de 1590 afios. Se quiere hallar:
a) una formula para calcular la masa de radio 226 que queda después de t
afos para una muestra de 100 mg de radio 226 .

b) la masa después de 1000 afos.
¢) la cantidad de afos requerida para que la masa inicial se reduzca a 30 mg.

11) En 3 dias, una muestra de radoém 222 decay6 hasta el 58% de su masa original.
a) ¢cual es la vida media de este elemento?
b) (cuando tiempo se requiere para que la masa decaiga hasta el 10% de m,?
¢) V6 F: la rapidez de decaimiento es mayor el ler dia queel 3ro.

12) Sabiendo que '°Sr se descompone a una velocidad proporcional a su masa en cada
instante “t”, que la masa inicial es de my grs. y que tarda 25 afios en descomponerse el
50% de la misma, se pide:
a) Plantear la EDO que modeliza el proceso, resolverla y hallar la funciéon que da la
masa remanente en cada instante “t” . Graficar dicha funcion .
b) Hallar el tiempo “t” requerido para que se descomponga el 75% de la masa inicial.
Marcar este dato en el grafico anterior
¢) Indicar V ¢ F justificando:
i) “la funcion f(t) = m, (2 "t/ 25) es solucion de la ecuacion diferencial”
ii) “la rapidez de descomposicion aumenta al aumentar la masa inicial”.

13) Se aisléo 1 gr. de un elemento desconocido y se observo que el mismo se

desintegraba a una velocidad proporcional al cuadrado de la cantidad presente. Se pide:
a) Analizar si este elemento verifica las generales de la ley para los elementos radiactivos.
Luego, tomando “x = masa restante al instante t” (en afios), plantear el PVI que
modeliza el proceso de desintegracion del mismo. Resolverlo y hallar la funcion
que da x = x(t).
b) Hallar la cte. de desintegracion si se observa que al afio, restan 0.5 gr. Graficar la
funcion. Analizar si el tiempo vida media es independiente de la masa inicial.

14) En una reaccion quimica se define como “velocidad de reaccion”, v, a la
variacion (en este caso disminucion) en la unidad de tiempo del reactivo del caso.

dC
O sea, si C = concentracion del reactivo al instante t > v= ——.

dt

La EDO que modeliza la reaccién depende del “orden de la reaccion” (n).
Para reacciones de un solo componente el PVI es: ar =k.C";, C00)=C,

a) Discutir el signo de “k”.

b) Resolver el PVIpara n=0;n=1; n=2.

En cada caso graficar las funciones solucidén; hallar una expresion para el
célculo del ty» (tiempo de vida medio) y discutir su dependencia (o no) de C,.



15) Para una sustancia que sigue una cinética de ler orden, si C = concentracion de la
sustancia al instante t ([t]=min.), se pide:

a) obtener C en funcion del tiempo , si se sabe que la concentracion inicial de la
sustancia es de 10 mol/l y que a los 30 minutos se descompuso el 50 % de la
cantidad inicial.

b) responder (sin calcular): el 90 % de la cantidad inicial, ;tarda mas o menos de
30 min. en descomponerse? Luego, calcular el tiempo requerido para que se
descomponga el 90% vy contrastar el resultado con la respuesta previa.

¢) Graficar C= C (t) segun la ley obtenida; marcar los puntos obtenidos en los
items anteriores; /existe “t” para el cual la sustancia se descompone toda?

16) Si una molécula del producto C se forma a partir de una molécula del reactivo A y
una del reactivo B; si las concentraciones de A y B son iguales, [A] =[ B] = a moles/ls
e indicamos con x a la concentracion de C en funcidn del tiempo (x = [C] ) la siguiente
ecuacion modeliza el proceso de formacion de C a partir de Ay B.

%=k(a—x)2 - x(0)=0 (con k> 0)
a) A partir de esta ecuacion completar las siguientes afirmaciones:

i) x aumenta con el paso del tiempo Pues ..........ccoevviviiiieeeeeeneinnnns

ii) la velocidad de la reaccidon decrece pues...........cccceeevvveveeeeeeenennn.
a? k.t .
akt+1’
¢) Graficar la concentracion en funcion del tiempo, establecer si se alcanza una
concentracion maxima (segin el modelo). Hallar (si existe) el instante donde la
velocidad de la reaccién es maxima (dominio!!); calcular esta velocidad maxima.
d) ;Qué sucede con la velocidad de reaccion cuando t = w? ;Qué indica este

b) Hallar x =x(t) ; verificar que x(t) =

resultado en términos prdcticos?

17) Si un compuesto A se transforma en B, a través de una reaccidén reversible,

entonces

kq
_)

A(_B con Ky y k; ctes. (positivas) de velocidad de reaccion de c/ proceso.
)

Si llamamos —> a : concentracion del compuesto A en cada instante t (a = a(t) )
b : concentracion del compuesto B en cada instante t (b =b(t))
a, = a(0) ; concentracion inicial del compuesto A.
Experimentalmente se comprueba que a’=k, b —kja y que a(t)+ b(t) =a,; Vt
Se pide:
a) Obtener una ecuacion diferencial con una uinica incognita, por ejemplo “a”.
Indicar que tipo de ecuacion es.
b) obtener la ley de a si se sabe que a,=3 mol/l. y k; =2 k;; luego, obtener la
ley
de b. Graficar ambas en un mismo sistema.
¢) ( En algln instante a(t) = b(t) ?. Si, ;Cudl?. No, ;porqué?.
d) ;/Qué pasa con las concentraciones de A y B para tiempos muy grandes? ;
[es razonable que pase esto?;
[con qué dato del problema tendria que ver el comportamiento observado en esta
reaccion respecto de las concentraciones de A y B?
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PROBLEMAS DE MEZCLA

Vamos a considerar ahora problemas relacionados con mezclas (o soluciones). En este
tipo de problemas se considera una solucion (S) que fluye hacia un recipiente con una
cierta rapidez y manteniéndose uniforme la soluciéon dentro del mismo mediante agitacion.
Simultaneamente, la solucién uniforme estara saliendo del recipiente para pasar a otro
donde se guarda o, segun el proceso puede seguir fluyendo hacia un tercer recipiente. El
objetivo de este tipo de problemas es determinar la cantidad de soluto (x) presente en
la solucion dentro del tanque al instante t.

Si x = cantidad de soluto disuelta en una solucion, al instante t ; x = x(t) ; [x]= gs;

entonces la Ecuacién Basica para
una solucidén contenida en un Entrada de soluc.: = concentracion = ¢,
tanque que inicialmente tiene V, Is. - velocidad =v,.
de solucion es:
dx
- = ENTRADA -
dt
SALIDA
Equivalentemente: Salida de solucion :
dx = concentracion = ¢
at CeVe ~ % Vs > velocidad = v .
x(t)

con

s V0+(Ve—vs).t
La solucion que entra lo hace con una rapidez constante (Ve 1s./min) y con una concentracion de
soluto cte (ce g./1s). La que sale, también lo hace a rapidez cte (v ls./min),

18) En un tanque hay 100 Is. de solucion con 200 grs de sal disueltos en ella. Como
deseo diluir la solucion comienzo a verter agua en el tanque a una rapidez de 5
Is./min a la vez que, para apurar el proceso, dejo salir solucion a una rapidez de 3
Is./min.

a) Mi amigo Pablo cree que si no estoy atenta puedo llegar a quedarme con “solo
agua”. Decide calcular el tiempo en que no quedaria sal en la solucion y razona
asi: “como la concentracion de la solucion es de 2 grs/litro y la solucidn sale a
razon de 3 Is/min esto implica que “la sal” sale a razén de 6 grs./min. que, por
lo tanto, en poco mas de 30 min. no hay mdas sal en la solucion”. ;Qué regla
aplica Pablo para calcular el tiempo en que, segun ¢él, no queda sal en la
solucion?, ;por qué?

b) Resolver la_ecuacion bdasica y dar x=x(t).

Mostar que x tiende a cero con el tiempo (o sea, que la intuicion de Pablo
funcion6 bastante bien); pero que a los 50 min. todavia hay sal en la
solucion (o sea, que la “regla de tres” de la cual es fanatico Pablo no es
aplicable en este caso.)

19) Si V = volumen _de solucion _en el tanque; entonces V =V(t) con V(t) = Vo H(ve—
vs).t.
Graficar en un mismo sistema “V-t” la funcion V = V(t) para:

a1) Ve <Vs; a3) Ve =Vs; a3) Ve> Vs

Explicar que pasa en cada caso con la cantidad de solucion en el tanque.
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20)

21)

Si ve=vs=3; V,=6 y x(0)=x,=60.

a) Hallar, resolviendo la ecuacion basica, una expresion general para x = x(t).
b) Verificar que x(t) = ce.Vo+ [Xo-CeVo].€ VIVt
¢) Obtener ¢ = % para x(t) hallada en (b); graficar ¢; para ¢, igual, mayor o

menor que ¢,=X,/V,. Explicar que pasa con la concentracion de salida en cada caso.
(Sise desea que la solucidon que entra no modifique la concentracion que existe en el
tanque al momento de comenzar el proceso, quien debe ser ce?

a) Hallar y graficar x =x(t) si c,=2g/l; ve=21/m; vi=41/m ; V,=121s. y
x(0) = x,= 60 gs. Explicar acorde al grafico, como se desarrolla el proceso en este
caso.
b) Hallar y graficar x=x(t) si ce=2g/l; ve=21/m; vi=21/m ; Vo=121Is. y
x(0) = x,= 60 gs. Explicar acorde al grafico como se desarrolla el proceso en este
caso.

CRECIMIENTO DE POBLACIONES

22)

Un modelo de crecimiento de poblaciones propone que éstas crecen con una

velocidad directamente proporcional a su tamafo. Se pide:

a) Plantear una ecuacion que describa esta hipotesis para una poblacion P, de moscas
de la fruta.

b) Si se sabe que partiendo de 100 moscas, al cabo de cuatro dias hay 900,
encontrar la ley de f, funcién que permite calcular la cantidad de moscas en el
tiempo. Graficarla

¢) Calcular la cantidad de moscas al cabo de: 2, 4, 6, 8 dias ; indicar que
caracteriza el crecimiento de esta poblacion: “se (duplica, triplica, cuadruplica
......)cada (uno, dos, tres, cuatro....) dias”.

d) Comprobar que f se puede escribir como f(t) =100 ( 3Y2). Usando esta forma
de la funcion, calcular f (t+2), compararla con f(t) y cooroborar que la siguiente
afirmacion es V 6 F: “el numero de moscas se triplica cada dos dias .

23) Un cultivo de levaduras crece a una velocidad directamente proporcional al nimero
de células presentes en cada instante “t”. Sabiendo que el cultivo se inicia con una
poblacion de 20 células y que al cabo de 12 horas hay 80 células, se pide:

a) Plantear la ecuacion correspondiente y hallar la funcién que determina el nimero
de levaduras en cada instante “t”. Graficarla.
b) Indicar V 6 F, justificar:

“f(t) = 20.2"¢ permite calcular el nimero de levaduras en cada instante t”.

“el numero de levadura se duplica cada 6 dias”.

24) Sea la ecuacion diferencial logistica: Z—I: = kP(M — P) que modela el crecimiento de

una poblacion cerrada que tiene P individuos en el tiempo ¢; £ y M constantes positivas.
Sin resolverla responda:

a) (Para qué valores de P la poblacion crece?
b) (Para qué valores de P la poblacion disminuye?
¢) (Cuales son las soluciones de equilibrio? (Soluciones constantes).
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25) La poblacion de una ciudad que en el afio 2000 tenia 100 mil habitantes responde
la ecuacion diferencial logistica (vea problema anterior), con £ = 0.0001 y M = 200 mil.
a) ;Qué puede decir acerca del tamafio de la poblacion actual? (;aumentd o
disminuy6?). Justifique.
b) ;Llegara a triplicarse en algin momento? Justificar.

26) La razon de cambio de una poblacion (P ) en el tiempo (t) estd dada por :
P "=AP-m, con A=a-8

Siendo a la tasa de nacimientos , B la tasa de mortalidad y m el nimero de habitantes
que emigran cada ano. El tiempo (t) se mide en afios.
Si se estudia una poblacidn y se determina que cada afio emigran 10 habitantes, la tasa
de nacimientos es 0.5 anual y la tasa de mortalidad es 0.25 anual .

a) Obtener P = P(t), si la poblacidn inicial es de 100 habitantes. Graficar

b) Indicar V o F y justificar: (i) “La poblacion estudiada tiende a extinguirse”

(ii) “ La poblacioén crece durante el primer afio”

27) En un lago, una especie de peces poco comunes es atacada por una enfermedad.
Para estudiar el fendmeno acuden al mismo un equipo de bidlogos los cuales, al
momento de su llegada, registran que la poblacion de peces (P) es de 900 especimenes.

Registros posteriores les permiten concluir que la ecuacion ‘fl—lt)z —3./P es un buen

modelo matematico del fendmeno (¢ en semanas). Se pide,
a) expresar en el lenguaje coloquial que observan los bidlogos que les permite
concluir este modelo (hacer esto, sin resolver la ecuacion !!!!).
b) hallar la funcion que permite determinar la cantidad de peces en cada instante
t.
¢) ;hay peces sobrevivientes a las 10 semanas? ; ;y a las 24? ;Se extinguen en
algiin momento?

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES de ORDEN “n”

1))
a) Dada a, (x) y" + a;(x) y" 7 + e + ap(x) y =0 ; con a; (x) continuas en
[a; b], a.(x)=# 0, Vxe [a;b], clasificar esta ecuacidon y enunciar el Teorema que
“fundamenta” el proceso a seguir para hallar la solucion de la misma.

b) Determinar si los conjuntos de funciones que se dan a continuacion constituyen
Base de Soluciones de la ecuacion homogénea que se indica en cada caso. En
caso que lo sea dar la solucion general de la ecuacion correspondiente.

a) B={x; e'}; EDOLH> (x-1)y”’-xy +y =0
b) B={e*; e*;e*}; EDOLHD y -y +y +y=0
¢) B={e™; e }; EDOLH-> X’y -4xy +6y =0
d) B={3x’; 12x’}; EDOLH-> X’y -4xy +6y =0
e) B={x*; x°}; EDOLH-> x*y~ -4xy +6y = 0
f) B={e" ;senx;cosx}; EDOLH-> y -y +y -y=0
g) B={1; x; x*;e™;e?™}; EDOLH> y*’ -4y =0

¢)Dada x>y”"-x y'-3y=0; hallar, si existe, ne R tal que x" sea solucion.
Si obtiene mas de una solucion, investigar si las mismas constituyen Base de
Soluciones. Si asi fuera dar la solucidon general de esta EDO.



160

2) Dada y'’- 2xx+1 y ' + x;1y=-3x se pide:

a) Vo6 F, justificar: “ la ecuacion es una EDO Lineal- Orden 2- a Coeficientes
Ctes”.

b) analizar si alguna de las siguientes funciones:

yi=¢€; y;=e™; y3 = x"e"; essolucion de la homogénea asociada.

¢) dar la solucion general de la EDOL no homogénea. (Justificar enunciando
el o los teoremas que validan su respuesta.)

3) Dada 2x* y '+ 3xy -y =0;
a) clasificar esta ecuacion diferencial.
b) V 6 F, justificar: “las soluciones de esta EDOL son de la forma e"* con reR”
¢) Analizar si y; =x!? 5 Y2 =x1 e y3= 0 son soluciones de la EDOL.
d) Dar la solucion general y luego dos soluciones particulares. (justificar)

4) Dada la ecuacion y’~ - x+1 o + 1 y = (1 - l); indicar V 0 F,
X X

X
justificar:

a) ¢ es solucion de la homogénea asociada.

b) si {e'; x } es Li. entonces y=C; e*+ C,x es lasolucion general de la

homogénea asociada.

¢) y = x+1 es una solucion particular de la no homogénea.

d)y= -x*+x es una solucion particular de la no homogénea.

e)y= C; e"+Cp (x+1) +x— x? es solucién general de la no homogénea.

5) Si fy g sonsolucion de X’y +2xy -6y= 0;
indicar V 0 F, justificar ( si usa un teorema o propiedad, enunciarlo):
a) hy=3f es solucion de xzy"+2xy'-6y=0;
b) h;= f +g es solucion de xzy”+ 2xy -6y =0.

6) Indicar V 6 F, justificar:
a)h(x)=1 y h;(x)= Vx son solucién de y.y '+ (y)2 =0;

b)h(x)=1+ X es solucion de y.y” + (y’)=0.
(en caso de ser F, analizar si este hecho contradice el teorema del ej. 5)

7) Dada y""+3y +2y =b(x); se pide:
a) dada y =e"" calcular su ler y 2da derivada, reemplazar en la ecuacion y
hallar, si existe, reR tal que e * sea solucidon de la homogénea asociada”
b) V 6 F , justificar: “si b(x) = e*; existe AeR tal que Ae™ es solucién
particular”
¢) V 6 F, justificar: “si b(x) = e*; existe AeR tal que Ae™ es solucién
particular”
d) V 6 F, justificar: “si b(x) = e** cualquiera sea keR, siempre existe AeR tal
que A e es solucion particular”.
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8) Dada y’" =b(x); se pide:
a) V 0 F, justificar: “existe reR tal que e'* es solucion de la homogénea
asociada”.
b) V 6 F, justificar: “si b(x) =12 x*; existe A, B, C eR tal que Ax*+ B x+ C es
solucion particular”.
¢) V 6 F, justificar: “si b(x) =x% existe A, B, C eR tal que Ax*+Bx’+ Cx* es
solucion particular”.

9) Dada y "+by +cy= p(x) (b,ce€R), sepide:
a) deducir condiciones sobre b y ¢ para que la solucion general de la homogénea
asociada sea una combinacién lineal de funciones exponenciales. (Justificar)
b) con by c¢ del item (a), demostrar que el siguiente problema de valores
iniciales:
y +by +cy=0; y(@0)=0; y(0)=0 ,tiene como unica solucién la funcién
nula.
¢) V6 F “si r; y r; (soluciones ecuacion caracteristica) son reales distintas y
negativas y f solucidon de la homogénea entonces ]im f(x) = 0”. (Justificar)

X —>+00

d) Vo F “si r; y rz(soluciones ecuacion caracteristica) son reales distintas y

negativas, p(x)= e e yg la solucion general entonces Jimy, (x)# 07
X—>+

(Justificar.)

10)
a) Escribir una EDOL-homogénea- orden 2, cuya solucion general sea:
yn=C;e?*+ Cye*™ (verificar su respuesta)
b) Escribir una EDOL - orden 2, cuya solucion general sea:
Ye(x)=Cie’*+Cye’*+ Te*
¢) Escribir una EDOL - orden 2, cuya solucidén general sea:

Ye(x)=Cre’*+ Cye’* - 3xe™ (verificar su respuesta)
d) Escribir una EDOL - orden 2, cuya solucion general sea:
ye(x)=Cie*+Cyx.e* +5x ¢* (verificar su respuesta)

11)
A)Si fy g sonsoluciéonde X’y "+2xy™-6y=senx, y k es una solucién de la
homogénea asociada a esta EDO; indicar V 6 F, justificar:

a) h;=3f es solucion de x*y"+2xy’-6y = senx;

b) h,= f-g es solucion de xzy"+2xy'-6y =0;

¢) hs=f+g es solucion de x’y’ +2xy’-6y= senx

d) hy= 3k es solucién particular de x>y +2xy’-6y= 0

e) hs= f+k es solucion particular de xX*y”"+2xy’- 6y = sen x

B) V 6 F, justificar: “si p es solucion de x>y +2xy-6y=senx y ¢ essolucion
de x*y "+ 2xy -6y=cos x; entonces p + ¢ es solucion de x’y " + 2xy - 6y = senx + cosx”.

C) V 0 F, justificar: “el resultado anterior se puede “generalizar”; o sea, extender al caso
de una EDOL de la forma: a,(x) y '+ a;(x) y '+ ax(x) y = by(x) + b2(x)”.
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D) V 6 F, justificar: “si u +v es solucion de x>y’ + 2 xy’- 6y = sen x + cos X
X’y +2xy-6y= senx; y v es solucion de

entonces, u es solucion de
X’y +2xy’- 6y =cos x”.

12) Resolver las EDO — Homogéneas y los PVI que se indican a continuacion:

a)y’ -y -2y=0
Oy +4y +4y=0
ey’ 'ty =0

y" —8y'—16y =0
Q{ —1.700) = —
y(©0) =2;y'(0) =-1/3

13)

a) Sea y, una solucion particular de la ecuacion no homogénea y’+ by’ +cy =f(x) y
sea y; la solucion general de su ecuacion homogénea asociada. Demuestre que

b)y ' =2y’ +5y=20
dy’ ' +y=0
)x"—4x=0

" y'+2y=0
){y(\/?n) =0;y'(V2m) =1/2

Y=yity, es solucidn de la ecuacion no homogénea.

b) Dada una ecuacion diferencial no homogénea y una solucidon particular de la
misma, verifique esta Ultima, halle la solucién general de la ecuacion homogénea

asociada y escriba la solucidn general de la ecuacion no homogénea.

b))y’ —4y=—-38sen(2x),
b))y +6y +9y =4,
b3)y' -2y’ +2y =2x
by y’+3y =6x+5,

y, = sen (2x) + 5S¢’
y,=2x" e

yp=x +1- e cos(x)
W= X+ x

14) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas de 2° orden:

)y’ +4y +8y=x

)y’ + 4y’ =2sen(x) + cos(2x)
ey =2y —2y=e"+x

13) y 4y =3+e"
i)y +16y=x"+x

K)y’ + 2y’ — 3y=2¢" — 10sen(x)

){y”+2y’+y=x+3
y(0) =y'(0) =0

b)y’ -3y’ + 2y = 3¢"

d)y’ -5y + 6y =x’ + 2x

Dy’ =y =2y=>5
hyy ' — 8y + 16y = &”

Dy +2y +y=@x+1) e

) y’' -2y =é sen(t)

y" —y' =2y =e* + cos(x)
D 0 = 1y = 2
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15) Proponga una solucién particular con coeficientes indeterminados, halle dichos
coeficientes y encuentre la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales.

a)y”+4y’=3x3 b)y’’ —y’ — 6y = 2sen(3x)
¢)y’ +y= cos(x) d)y”—7y’=-7+6x—21x2+7e7x

ey +2y-3y=1+xe¢e

16)
a) Hallar los valores de o y B para los cuales b(x) =x.e* es solucion de:

y"+o.y'+3y=Bex

b) Con los valores de o y B hallados, obtener la soluciéon general de la EDOL.
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APLICACIONES DE LAS EDO - LINEALES- ORDEN “2”a CC

» VIBRACIONES DE UNA MASA EN UN RESORTE.

Problema Basico: Un resorte helicoidal esta suspendido verticalmente de un punto fijo
en el techo. Una masa (m) estd unida a su extremo inferior. Se supone que el resorte
tiene una longitud L (no estirado) y que al colgar la masa se estira una cantidad € ; o sea,
que la longitud del resorte, en reposo, es L+ €. En estas condiciones, con la masa a L+¢€
(cm) del techo decimos que la misma se encuentra en su posicion de equilibrio.

El sistema se pone en movimiento forzando la masa a abandonar dicha posicion.

El objetivo es determinar el movimiento resultante, es decir las “vibraciones” que se
introducen en el sistema al “perturbarlo” (amplitud, frecuencia, amortiguamiento...) A
tal fin se introduce un sistema de referencia a lo largo de la linea del resorte, con el
sentido positivo (+) hacia abajo y el origen, O, en la posicion de equilibrio.

Con x se indica la posicion de la masa a partir de O ya lo largo de ese eje. Asi
construido el sistema de referencia, x puede ser positiva, cero o negativa segin la masa
esté por debajo, en, o por arriba, de su posicion de equilibrio (x=10).

>
Il
w

L+€ 3

X (+) 2 X = posicién de “m” al instante €

Finalmente, el problema es determinar la funcidon de posicion, x= x(t)
Considerando las fuerzas que actian sobre el sistema y acudiendo a leyes de la Fisica:
2da de Newton y Ley de Hooke se obtiene la EDO que permite hallar “x= x(t)” :

k = cte del resorte (Ley de Hooke). ( k> 0)
a = cte de amortiguamiento debida a la fuerza
resistiva

del medio (puede ser o no despreciable. (a > 0)
F = cualquier fuerza externa que actue sobre el

m.x "+ax +kx=F()
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Segin a y F sean o no nulas, se tienen los siguientes casos:

(I) Movimiento Libre, no Amortiguado:

., _ F(t) =0, Vt (no actuan fuerzas externas)
m.x" + kx=0 a =0 (resistividad despreciable)

(IT) Movimiento Libre, Amortiguado:

F(t) =0, Vt (no actuan fuerzas externas)
m.x"+ax'+kx=0 a# 0 (laresistividad no es despreciable)

(IT) Movimiento Forzado:

Actuan fuerzas externas.

n " =
m.x ax’+kx=F@© La resistividad puede o no ser despreciable.

1.- Movimiento Libre no Amortigsuado: m.x" + kx= 0

Simplificamos la EDO para obtener la ecuacion caracteristica de este movimiento:

dividir [k/m]>0

m.X,’+ kX=0 ﬁ) X”+£X:0 _— X”+}\sz=0
por"m m k/m= A2
x"+A2x=0
Luego, el correspondiente Pvi : x(0)=x,
x'(0)=v,

Se pide demostrar que:

a) la solucion general es: x(t)=Asen(At)+ Bcos(At)

b) la solucion del Pvi es: x(t) = [VT"] sen (A t)+ [x,]cos(At) con [X:\/E]

¢) |x(t)=ccos (AM+a)|con c=+vVA2+B? ;tga=-% (o ang. de fase)

Conclusion: 4
El movimiento libre no amortiguado es

un Movimiento Arménico Simple (MAS).y ;o
Un movimiento peridodico donde la masa
oscila hacia arriba y abajo entre - ¢ y c.

|c | (la amplitud de la sinusoide) da el
desplazamiento maximo de la masa

a partir de su posicion de equilibrio.

d) V o F, justificar: (i) El periodo p = 275.\/%
(i) EI  “desplazamiento maximo” se da para
t* = /%(nn—a) (marcar en el grafico algunos t* y el

desplazamiento maximo).
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2.- Sea el caso de un cuerpo de 0,2 kg de masa que pende de un resorte de constante
elastica k = 20% y oscila armoénicamente. En el instante 1 = 0 pasa por la posicion de
equilibrio con velocidad v = 1 m/seg.
a) Plantear el Pvi. correspondiente a este movimiento.
b) Hallar la ley de la posicion de la masa en funcion del tiempo.
¢) Dar el periodo y el “desplazamiento méximo” del caso.
d) Graficar el movimiento en un sistema “x-t”. (tomar x(+) hacia arriba)
Marcar t; instante donde pasa por la posicioén de equilibrio y t, instante
donde la masa alcanza su desplazamiento maximo.
e) Hallar velocidad y aceleracion de la masaen t; y t, del item anterior.

3.- Sea el caso de un cuerpo que pende de un resorte de constante elastica k = 16.
X" +16x=0
y donde el Pvi correspondiente al movimiento es: x(0)= 0.25

x'(0)=1

V 6 F, justificar: (a) se trata de un movimiento armonico simple (MAS)
(b) el cuerpo se empuja hacia abajo y luego se suelta.
(¢) la posicidn del cuerpo en cada instante t viene dada por:

X(t)=§sen(8t)+ %cos(St)
(d) la posicion del cuerpo en cada instante t viene dada por :
x(t)=ccos (8t+a)con ¢c= J5/8 ; o= arc tag (-1/2).

4.- Movimiento Libre Amortiguado: m.x""+ax'+kx=0 (a@a>0;k>0)

Consideramos el siguiente caso:
X +2bx +b'x=0; x(0)=A ; x(0)=B (b>0)

a) Demostrar que el desplazamiento esta dado por:  x(t) = [A+ (B+ bA).t |.e™

b) Para b=1 y los valores de A y B que se dan en cada caso plantear y resolver el
correspondiente Pvi. Luego de resuelto, graficar la funcion de posicion e indicar:
(i) si la masa pasa por su posicion de equilibrio. Si pasa, en que instante(s) lo
hace.
(i) el instante en el cual alcanza su desplazamiento méaximo.
(iii) que sucede con el paso del tiempo.

bl) A=B=5 b2) A=10; B=-5 b3) A=5; B=-10
Rtas:
b1) (i) NO (i) t="% (iii) la masa tiende a su posicion de equilibrio.
b2) (i) NO (it=0 (iii) la masa tiende a su posicion de equilibrio.
b3) (i) SI,t=1 (i)t=2 (iii) la masa tiende a su posicion de equilibrio.
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5.- Movimiento Libre Amortiguado: m.x""+ax'+kx=0 (@>0;k>0)

Simplificamos la EDO para obtener la ecuacion caracteristica de este movimiento.

Dividimos por “m” y hacemos % =2b (b>0) ; k_ A S x7+2bx 0 x=0 |
m m

La ecuacion caracteristica queda: r*+2br +A*=0 > r,= —b+J b2 —\?
Se presentan 3 casos distintos dependiendo de la naturaleza de estas raices, las que
dependen del valor del radicando (&% - A7), de si este es negativo, cero o positivo.

(I) Movimiento oscilatorio amortiguado: b< A

C
x(t) = eP.[Cy sen(A2 -b? .t) + C; cos(VA2 -b2 .b)] .
6 x(t)= ce™.cos (VA* -b? .t + )

P En este caso tenemos un movimiento oscilatorio donde las oscilaciones son cada
vez mas pequeias (menor amplitud) y la masa tiende a su posicion de equilibrio.

-bt . .
€ > factor de amortiguamiento

os ( . t+ a) 2 factor “osc.”

(IT) Amortiguamiento critico: b=1 > x(t)=[C; + C,t]. e™

» En este caso el movimiento ya no es oscilatorio, el amortiguamiento es lo
suficientemente importante como para evitar las oscilaciones. Pero, en este caso,
una pequena disminucion en la cantidad de amortiguamiento cambia la situacion,
y el sistema pasa al caso (I); o sea, se producen oscilaciones.

» Dependiendo de las condiciones iniciales se tienen 3 situaciones posibles, siendo
las respectivas graficas similares a las obtenidas en el ejercicio (4.b)

(III) Amortiguamiento sobrecritico: b> 4 > x(t)= C;e' + C,e?!

» En este caso el movimiento tampoco es oscilatorio, pero el amortiguamiento es tan
grande que ya no cabe la posibilidad de que cualquier pequefia disminucion del
mismo se traduzca en oscilaciones (o sea, lleve al sistema al caso (I) )

» Dependiendo de las condiciones iniciales se tienen 3 situaciones posibles, siendo

las respectivas graficas similares a las obtenidas en el ejercicio (4.b) o en caso (II)

En este caso, y debido al mayor amortiguamiento, la masa regresa a su posicion de

de equilibrio mas lentamente; o sea, con menor rapidez .

Sea el caso de un cuerpo de 0,2 kg de masa que pende de un resorte de constante
elastica k = 20; . En esta instancia el sistema es afectado por la resistencia del aire y

otras fuerzas de friccion que amortiguan el movimiento. En el instante ¢= 0 pasa por la
posicion de equilibrio con velocidad v = 1 m/seg.

a) Plantear el Pvi correspondiente a este movimiento con la ecuacidn caracteristica.
b) Para los valores de a (cte de amortiguacion) que se dan a continuacion, establecer
(sin resolver el Pvi) que tipo de amortiguamiento se tiene en cada caso:
bl) a=2,4 ; b2) a=4 ; b3) a=5
¢) Resolver el Pvi. Los graficos que se dan a continuacion se corresponden (uno a

uno) con las soluciones halladas para los distintos “a” dados en (b).
Establecer la correspondencia entre solucion y grafico de la misma.
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T 0.05F
o 0.04
- 0.037
o 0.02
h O.OI-T
Rtas: b1) x()= €. sen(8.t) b2) xy=t.e™t b3 xy= (e + e-zot)

6.- En los problemas 1-5 se ha trabajado con sistemas masa-resorte con movimiento
oscilatorio y amortiguado, respectivamente. Se tiene ahora un sistema similar apoyado
sobre una superficie horizontal, como indica la figura, sobre el que actia una fuerza
externa F, la masa m tendrd un movimiento oscilatorio forzado y la ecuacion diferencial
que lo describe es:

m ’+b ’+k =F@),k=0.

Halle la soluciéon de la ecuacion con los

valores m, b, k y F que se indican a

continuacion.

aym=1,b=0 k=9, F(t) =10 cos (2t);
x(0) =x’(0) =0

bym=1,b=2 k=2 F(t) =20 cos (2t);
x(0) =x’(0) =0

Rtas:
a) x(t) = 2.cos (2.t) - 2.cos (3.t)
b) x(t)= e '(2.cos (t) - 6. sen(t)) - 2.cos (2t ) + 4. sen (2t)
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7.-Si “x=x(t)” es la funcion de posicion de un cuerpo que se desliza por una
rampa de 5° de pendiente ; entonces la EDO que modeliza el movimiento es;
20x7+ x"=30; x(0)=0; x"(0)=0

Se pide:
a) en el diagrama adjunto, graficar el cuerpo en el instante en que se coloca en
posicion para largarlo por la rampa (t = 0). Luego graficar donde estard (aprox.)
unos segundos después de iniciado el movimiento. Segun lo que se “observa” y lo
se quiere medir, graficar el eje de referencia mas apropiado al efecto de modelizar
este proceso; o sea, aquel donde se “lea directamente del mismo” la posicion del
cuerpo en cada instante (= el eje, en direccion y sentido, debe coincidir con la
direccion del movimiento).

Recién entonces proceda a:

b) hallar x; la funcion de posicion que describe

la caida del cuerpo. i\

¢) hallar v; la velocidad del cuerpo en su caida.

d) hallar (aprox.) la longitud de la rampa si se

sabe que la velocidad del cuerpo al llegar a
TIERRA es: v(ty) =20 (m/seg.)

8.- La caida de un paracaidista viene descrita por la ecuacion diferencial:

2
%ZTZ - k% = w, donde w es el peso del paracaidista, su altura en el instante ¢ es y, g es
la aceleracion de la gravedad y k£ mide el efecto de freno del paracaidas. Supuesto &k = 8,
un paracaidista de 160 libras de peso y g = 32 pies/s’, halle la solucién de la ecuacién
diferencial considerando que el paracaidas se abre en el instante ¢ = 0, hallandose el

paracaidista a una altura de 2000 pies y cayendo a una velocidad de -100 pies/s.
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» PROBLEMAS DE MEZCLAS

Vamos a considerar ahora los problemas relacionados con mezclas. Se permite que una
sustancia ‘S’ fluya hacia una cierta mezcla de un recipiente, con una cierta rapidez, y la
mezcla se mantiene uniforme mediante agitacion. Ademas, la mezcla uniforme deberd
salir del recipiente y pasar a otro (en condiciones generalmente diferentes); en todo caso
se busca determinar la cantidad de sustancia .§ presente en la mezcla al tiempo ¢.

Se representara por x la cantidad de § en el tiempo ¢, la derivada dx/dt representa la razon
de cambio de x con respecto a £. ST ENTRADA representa la razén con la que S entra a la
mezcla y SALIDA representa la razén con la que sale, de inmediato se tiene la ecuacidon
basica:

dx/dt = ENTRADA — SALIDA

de la cual se determina la cantidad x de S en el tiempo ¢. Estudiaremos algunos ejemplos.

» x = cantidad de S en solucion al instante #;

x =x(1) . ENTRADA: > c, - cte
» VV = volumen de solucién, en el tanque al > v, =cte
instante #; V= V(1)

» V, = volumen inicial (= 0) en el tanque.
La ecuacion “ecuacion basica” queda:
ENTRADA: ¢, .V

e 2 Ve=cte; c.=cte

SALIDA: ¢,.V, = v,=cte; SALIDA :
x(t > ¢, # cte
> ¢ =cS(t)=V(t) # cte > v, = cte
(t) PV =Vo+(Ve—Vs) .t
x(t
Finalmente: @: €.V, - ().VS
dt V(t)

Ejemplo I:

Un tanque contiene inicialmente 50 galones de agua pura. En el tiempo ¢ = 0, salmuera
que contiene 2 libras de sal disuelta por galon entra al tanque a razén de 3 galones/minuto.
La mezcla se mantiene uniforme agitdndola y, después de estar bien agitada, sale
simultdneamente del tanque con la misma rapidez.

a) ;Qué cantidad de sal se encuentra en el tanque en cualquier tiempo ¢> 0?
b) ;Qué cantidad de sal hay después de 25 minutos?
¢) (Qué cantidad de sal est4 presente después de un largo tiempo?
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Formulacién Matematica:
» Incégnita principal: x = x(7) > Ce= 2 (1bS/g"Tl)
» DATOS: en el esquema de > V. = 3 (gal/min)
situacion—> l
EB > - ENTRADA: = 6 (Ibs/min)
V,=50 SALIDA :
EB > 2.3 - (gals., agua pura) > Coo C(t) =
EB > 6 — »V =50+ (0).t =50 2 Vs =V, = 3 (gal/min)
dx _ 6 3
Concluimos asi el siguiente PVI: < g7z 507~
x(0)= 0

Rtal: x() = 100 -100
Rta2: x(25)= 100 - 100. 78 (1Ib)
Rta3: x - 100 (Ib) cuando t > +owo

El problema “planteado” esta terminado; pero, ;no surgen interrogantes o cuestiones
interesantes de investigar? Tendrian que surgir... “naturalmente” !!!, el ser humano es
curioso e inquisitivo por naturaleza

Por ejemplo:

a) ;Por qué la cantidad de sal tiende a 100 (Ibs)?, ;hay alguna forma “practica” de
encontrarle “sentido” a este resultado que no sea diciendo que es asi, porque “las
cuentas dan asi”?

b) En algun instante, ¢llega a haber 100 (Ibs) de soluto en la solucién? (SI? ; (NO? ; ;NO
SABE? ;Desde que “lugar” entiende que debe buscar la respuesta a esta pregunta?

¢) (Y la concentracion de salida?; ;c; 2 50 (Ibs/gal) cuando t > +o0 ?

d) El grafico y la tabla de valores que siguen corresponden a x = x(?). ;Podria decirse
que a los 282 minutos (casi 5 horas) hay exactamente 100 libras de soluto en la solucion?

N
125 t (min) X (libras)
192.00000  99.99901
198.00000  99.99931
//»’ 204.00000  99.99952
) 210.00000  99.99966
216.00000  99.99976
222.00000  99.99984
228.00000  99.99989
234.00000  99.99992
240.00000  99.99994
I 246.00000  99.99996
& 252.00000  99.99997
25 50 75 100 135 150 175 200 225 250 215 300 558.00000  99.99998
25 264.00000  99.99999
270.00000  99.99999
276.00000  99.99999
282.00000 100.00000
288.00000 100.00000
294.00000 100.00000
300.00000 100.00000

100

-
<n

wn
=)

3
n
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Ejemplo II:

Un tanque contiene inicialmente 50 galones de salmuera en donde se han disuelto 10 libra
de sal. En el tiempo ¢ = 0, salmuera que contiene 2 libras de sal disuelta por galén entra al
tanque a razon de 5 galones/minuto. La mezcla se mantiene uniforme agitandola vy,
después de estar bien agitada, sale simultdneamente del tanque a razén de 3
galones/minuto. ;Qué cantidad de sal hay en el tanque en cualquier tiempo ¢ > 0?

Formulacién matematica. Sea x = la cantidad de ale en el tiempo ¢, nuevamente usaremos
la ecuacion

dx/dt = ENTRADA — SALIDA

Formulaciéon Matematica:
» Incégnita principal: x = x(?) :)) Ce= g (lbillgél)
» DATOS: en el esquema de situacion—> Ve = (fi min)
EB > -
ENTRADA: =10
X,=10
EB > 2.5 -
V,=50 SALIDA :
(gals. salmuera)
> Cs= C(t) =
EB > 10 - €= 6O
PV =50+(2).t > v, = 3 (gal/min
dx 3
—=10———x
Concluimos asi el siguiente PVI: dt 50+2¢
x(0)= 10

Rta: x= 4.t +100 -

Preguntas:
a) Para este resultado facilmente verificamos que sia Vy x las “pensamos” como

variables abstractas entonces para t = +o0 tenemos que V= 40 y x 2 +o0.

Si le preguntaran el comportamiento de Vy x para t=> +owo, ;diria que ambas tienden
a+owo ? ;Si?; (No? ; ;Por qué?

Recordar que las variables del problema son “concretas” (magnitudes) = x = cantidad
de Soluto en el tanque; V= volumen de solucion, en el tanque.

b) El dominio “natural” de “x” es un intervalo de la forma [0 ; t; ] . ;Quién es t;?
En el problema, ;tiene el dato necesario para hallarlo?

¢) ;Cual es ¢5(0)?

d) Respecto a la ¢, “final” (la ¢; para t = +o0); ;puede predecir cual seria sin “hacer
cuentas”, so6lo con los datos del problema y acudiendo al “sentido comin”? Proponga
un valor y luego halle la misma haciendo los célculos del caso.
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> MODELIZACION MATEMATICA - SISTEMAS DINAMICOS

Con el fin de ayudar a la toma de decisiones se ha desarrollado un interés creciente por el
procesamiento de todo tipo de informacion. En particular una de las ramas que mas se ha
desarrollado en el tiempo es una cuyo objetivo basico es, “estudiar como evoluciona a lo
largo del tiempo, un grupo de datos observados o empiricos”. En este contexto se ha
formalizado el concepto de Sistema Dindamico, que ha sido objeto de estudio en una rama
de la Matematica Aplicada a la que se ha denominado “Teoria de los Sistemas
Dinamicos”.

A este respecto tenemos las siguientes definiciones:

s SISTEMA: conjunto de partes operativamente interrelacionadas; es decir, en el que
las partes interactian y lo que interesa es su comportamiento global.
Ejemplos: sistema nervioso, sistema ecoldgico, sistemas fisioldgicos.

# MODELO: expresion formal de las relaciones existentes entre las partes de un
sistema, definidas las mismas en términos matemdticos y/o fisicos.
# SISTEMA DINAMICO: cuando el objeto de estudio es “la evolucién del sistema
en el tiempo” ; hablamos de SISTEMA DINAMICO.

O sea, entendemos por tal todo sistema que desde un “estado inicial” evoluciona
hacia un “estado final”, siendo el tiempo la variable esencial del proceso.

Un ejemplo clasico es el de la evolucion de una especie en un ambiente
determinado.

# ;COMO SE “MODELIZA” UN SISTEMA DINAMICO?:

Las ecuaciones diferenciales 6 los sistemas de ecuaciones diferenciales son las
herramientas matematicas naturales para modelizar “Sistemas Dinamicos” ya que las
mismos se ocupan de “procesos en movimiento”; procesos que (ademas del tiempo)
involucran variables como “posicion” (x) y “velocidad” (x").

En estos sistemas se distinguen dos cuestiones: el ESTADO y la DINAMICA:

- El ESTADO del sistema es la informacion esencial sobre las componentes del mismo
(posicion, velocidades,.. etc) en un instante “t”.
- La DINAMICA eslaregla que describe como el sistema evoluciona en el tiempo.

» SOBRE MODELOS MATEMATICOS PARA LOS SISTEMAS DINAMICOS

% Un Caso Simple : “modelo lineal en una variable”

Si “x” representa una magnitud variable en el tiempo, la velocidad de cambio de x
(dx/dt) también_lo es y este hecho, a su vez, incide sobre la propia “x”.
Este proceso se llama “retroalimentacion”.

Incide sobre

=

: dx
X ! retroalimentacion : —=k.x (k=cte)

“Weneide sobre S

MODELO de PALABRA

MODELO MATEMATICO:
Ecuacion Diferencial Ordinaria
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3% Un caso complejo: “modelo de mds de una variable”.

Si “x” e “y” son dos magnitudes variables en el tiempo que a su vez
. , , . . . dx d

interactiian entre si, entonces las respectivas velocidades de cambio, —~ y _y’
dt dt
ademas del tiempo, dependen también de “x” e “y”. El proceso puede esquematizarse

como sigue:

<~— interaccion —»
d
™ < X =f(tsxsy)
dt
retroal. retroal. <
d
CY =g(t;xsy)
» AN " t
dt dt MODELO MATEMATICO:
Sistema de Ecuaciones
MODELO de PALABRA Diferenciales

3# Objetivo del Modelo: hallar x= x(t) e y = y(t) para predecir futuros valores de x e y.

> APLICACION:

Distribucion de fArmaco para el caso de una inyeccion intravenosa rapida.

Uno de los modelos adaptable a la mayoria de los farmacos, es el de dos compartimentos.
Cada tejido se considera como un compartimento (periférico) el cual tiene una relacion de
intercambio con un compartimento central (sangre). El modelo que ilustra la distribucion
de farmaco en este caso puede ser representado por el siguiente esquema:

P [plasma] E q :( masa de férmacoJ: q(t)
K en Q (tejido)
i.v, i p= ( masa de férmacoJ =p(t)
k k en P (plasma)
1§ Kk
Q [tejido]

ki, k2 = constantes de velocidad (+) que caracterizan el paso del farmaco desde el
compartimento central al periférico y viceversa.

K - constante de velocidad para el proceso de Eliminacion.

i.v. 2 inyeccion intravenosa de un farmaco.

» La razon de cambio en “cada compartimento” (o sea, dq/dt y dp/dt) queda
determinada por el balance, en cada instante “t”, entre la masa que entra y la que
sale. O sea, para cada compartimiento, estamos ante un “problema tipo” ya vistoy
resuelto: el que llamamos: “problema de mezcla”.
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Segin y acorde lo visto para los “problemas de mezcla”, buscamos las ecuaciones
diferenciales correspondientes a cada compartimento.

- Sean: ((t) = cantidad de farmaco en Q (tejido) al instante “¢”
p(t) = cantidad de farmaco en P (sangre) al instante “¢”

2> qy p son las funciones incognitas; o sea, las que queremos hallar. Son las
funciones que permiten seguir [la evolucion en el tiempo del farmaco en el tejido y

en el plasma.

Por la Ecuacién Bdsica (compartimento Q):  dq/dt = ENTRADA () - SALIDA o)

Por 1a Ecuacién Basica (compartimento P):  dp/dt = ENTRADA ), - SALIDA )

Como ambas ecuaciones deben cumplirse simultineamente, queda formado un
SISTEMA de ECUACIONES LINEALES

dqldt = ENTRADA Q) - SALIDA(Q) = kz P- k] q
dp/dt = ENTRADA(])) -SALIDA(p) =k q- (k2+K)p.

El siguiente esquema explica como se llega cada una de las ecuaciones del sistema.

=k
d ' 2P Q (tejido)

es la de salida en P, pero con # signo.

I4

Pf'kzp

La vel. de entrada del firmaco en Q 1 —
k;

qQ =-kgq

La vel. de salida del farmaco en Q, es
proporcional a la cantidad (q) en Q.

k;
‘ La vel. de entrada del farmaco en P

La vel. de salida del farmacoen P es
proporcional ala cantidad (p) en P

p'=-Kp

G es la de salida en Q3 pero con # signo.
K
P (plasma) P 14
K E

—

» RESOLUCION ?, :Estamos en condiciones de resolver este problema con los
conocimientos adquiridos hasta ahora? La respuesta es SI.

dq/dt = -qu + Kk, P
dp/dt = kiq - (kz +K)p

MODELO MATEMATICO
para Dos Compartimentos

(SISTEMA LINEAL de ECUACIONES
DIFERENCIALES)

®* Los SISTEMAS LINEALES de ECUACS DIFERENCS
admiten distintos métodos para su resolucion: eliminacion,
sustitucion, transformada de Laplace, matriciales. Como
siempre el método a usar estd condicionado a muchas
cuestiones; una de ellas, los conocimientos del resolutor.

® Este tema, su resolucién matricial (la mas conveniente) no
estd contemplado en la curricula; asi, lo que pretendo

——— mostrar aqui es que a veces, aunque no se conozca el método

“Optimo” para el caso, igual se puede resolver el problema;
hacer esto con lo que se conoce y ... un poco de “ingenio”
(como con cualquier “problema”) .

¢ ;Qué sabemos??: EDOL- Orden 'n” .

¢ ;Qué no sabemos??: que nos la podemos “ingeniar”

Para usar lo que sabemos y resolver !! El desafio es....
janimarse! Para animarlos les damos un poco de ayuda.
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MODELO MATEMATICO

para p y q

(SISTEMA LINEAL de ECUACIONES

DIFERENCIALES)

dg/dt= -kiq + ky p @
dp/dt = ki q-(k: +K)p (2)

* SISTEMA de ECUACIONES DIFS. LINEALES

* RESOLUCION: “se desconoce” (Rta. no vélida)

* RESOLUCION: un desafio !!! ... pero, ;qué hacer?

* Acudir al Método de Sustitucion el cual permite, a
partir de convenientes y apropiadas SuUStitUCIONES,m——-

MODELO
MATEMATICO para “p”

EDOL - ORDEN 2.

“reducir” el sistema a una... EDOL - ORDEN 2.

(*) Método de sustitucién:

la técnica de sustitucion usada en este método es similar

a la usada para resolver sistemas de ecuaciones algebraicas: se despeja una de las
variables dependientes en una de las ecuaciones (cual de ellas depende de la
configuracion del sistema), se reemplaza en la otra y luego se resuelve la ecuacion

diferencial que resulta de este proceso:

(*) Instrucciones para obtener p = p(t)
a) Derivar (2) ;
b) obtener q” en funciondepy p”

¢) reemplazar q° en (%*) obtener una
EDOLH en “p”

d) Resolver la ecuacidn resultante:
p®H=A.e" "+ B.e"™"

Resolver para q : verificar que:
qt)=C.e""+D.e™"

e) analizar la consistencia del modelo

Se observa que para t—> o resulta
p(t) 2 0, es decir se va eliminado
el farmaco del plasma (y del tejido)
(el modelo ajusta a la realidad ) .

Resolucion:

@ > p=kiiq’i- (ke+K)p~ (%)

b) “despejar” q en (2) y “reemplazar” en (1):
en 2) 2 kq=p+(k+K)p

en () > q =-[p'+(k+K)pl+kp
a”= -p-Kp

¢) 2> p'=k[-p-Kpl-(kxtK)p’
p”+(k1+kz +K)p' +k1K p = 0

d) r’+(k+k +K).r +kKK = 0

—(ky +k, +K)t(k, +k, +K)? -4k, K

Iy, =
’ 2

e) ry <0y ry, <0 ; (verificar)
limp(t)=0 : limq(t)=0

t— t—0




12— Campos Escalares

Hasta el momento hemos trabajado con el cdlculo de funciones de una sola variable. Sin
embargo, en el mundo real las cantidades fisicas suelen depender de dos o més variables.
En esta unidad pondremos especial atencion en las funciones de varias variables y
extenderemos las ideas basicas del Célculo Diferencial a tales funciones.

En matematicas y fisica, un campo escalar representa la distribucion espacial de una
magnitud escalar, asociando un valor a cada punto del espacio. En matematicas, el valor
es un numero; en fisica, una magnitud fisica.

Se define entonces al campo escalar como una funcion de R" — R, donde n > 1.
Habitualmente se emplea este término como sinénimo de funcidn de varias variables.

12.1 Definicion

La temperatura 7 en un punto de la
superficie de la Tierra depende en
todo momento de la longitud x y la
latitud y del punto.

Podemos pensar en 7 como una
funcién de dos variables x e y, o
como una funcion del par (x, y).
Indicamos esta dependencia
funcional indicando T = f(x, y).

El volumen V' de un cilindro circular depende de su radio » y de su altura 4. De hecho,
sabemos que ¥ = 7 h. Decimos entonces que ¥ es una funcion de r y 4, y escribimos
esto como V (h, r) = 7+ h.

DEFINICION Sea D — R*. Una funcién f de dos variables es una regla que asigna a
cada par ordenado (x, y) en D un Unico numero real f(x, y). El conjunto D es el dominio
de f'y su Imagen es el conjunto de valores que toma f, es decir, {f(x, )/ (x, y) € D}.

A menudo, escribimos z = f (x, y) para hacer explicito el valor que toma fen el punto (x, y).
Las variables x e y son variables independientes, y z es la variable dependiente. (Compare
lo anterior con la notaciéon y = f(x) para funciones de una variable)

Una funcién de dos variables es una funcion cuyo dominio es un subconjunto de R* y cuya
imagen es un subconjunto de R. Una manera de representar tal funcion es mediante un
diagrama de flechas (véase figura abajo), donde el dominio D se representa como un
subconjunto del plano xy y la Imagen es un conjunto de nimeros sobre una recta real, que se
muestra como un eje z. Por ejemplo, si f (x, y) representa la temperatura en un punto (x, y) en
una placa metélica plana con la forma de D, podemos considerar al eje z como un termometro
que va mostrando el registro de temperaturas.
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Si una funcion festa dada por una formula y no se especifica dominio alguno, entonces se
entiende que el dominio de f'serd el conjunto de pares (x, y) para el cual la expresion dada es
un nimero bien definido.

Ejemplo 1 Para las siguientes funciones evalue f'(3,2). Determine y grafique su Dominio.

J 1
a) f10ry) = ¥ b) f2(x,y) = x In(y? — x)
Solucion
a) f1(3,2) = \/23+_31+1 _ g

La expresion para f1 tiene sentido si el denominador es distinto de 0 y la cantidad que esta
bajo el radical no es negativa. Por lo tanto, el dominio de f7 es:

x+y+1=0

Dy ={(x, y) x+y+ 1>0,x# 1}

La desigualdad x+ y+ 1 > 0, 0 y> —x—1, describe los
puntos que quedan en la recta y = —x—1, o por arriba
de ella, y x # 1significa que los puntos sobre la recta
x = 1 tienen que ser excld?dos del dominio (ver
grafico de D).

=Y

v

b) £2(3,2) =3In(22-3) =0 A

7
1
-

La expresion para f2 tiene sentido sélo si 3 — x > 0,
es decir, x < ), entonces el dominio de f2 es:

Dy = {(x,y)/ x<y’}. D,
Este es el conjunto de puntos a la izquierda de la

parabola x = ) (ver grafico de D).

=Y
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Otro modo de representar el comportamiento de una funcion de dos variables es considerar su
grafica.

DEFINICION Si f es una funcién de dos variables con dominio D, entonces la grafico
de fes el conjunto de todos los puntos (x, y, z) en R° tal que z = £ (x,y) y (x,») esta en D.

o grdf - f=1{( v z)/z=f(x y); (x, y)e D} = Superficie.

Asi como la grafica de una funcién f'de una variable es una curva
C con ecuacion y= f (x), la grafica de una funciéon f de dos
variables es una superficie § cuya ecuacion es z = f (x, ).

Puede representar la grafica § de f directamente encima o abajo
de su dominio D en el plano xy (véase figura a la derecha).

Ejemplo 2 Dibuje la grafica de la funcion f con ley
f(x, y)=6 —3x—2y.

Solucion

La grafica de ftiene la ecuacion z = 6 —3x—2y, 0 3x +2y +z = 6,
que es un plano. La porcidn de estd grafica que esta en el primer
octante se ilustra a la derecha.

La funcion del ejemplo 2 es un caso especial de la funcion f (x, y) = a x + b y + ¢ que se llama
funcion lineal. La grafica de dicha funcidén tiene por ecuacion z =a x + b y + ¢, 0
ax+by—z+c=0,porloque es un plano. Asi como las funciones lineales de una sola variable
son importantes en el calculo de una sola variable, vera que las funciones lineales de dos variables
desempefan un papel fundamental en el célculo de varias variables.

Ejemplo 3 Determine el dominio, la imagen y grafique h, cuya ley es A(x, y) = 4 x° + )"
Solucion

Observe que & estd definida para todos los pares ordenados posibles de
numeros reales (x, y) de modo que el dominio es R, o sea, todo el plano
xy. El conjunto imagen de % es el conjunto de todos los numeros reales no
negativos. (Observe que x°>0 e y°>0, de modo que /(x, y)>0 para toda x e
.)

La grafica de 4 tiene por ecuacion a z = 4 x° + 7, que es un paraboloide
eliptico. Las trazas horizontales son elipses y las trazas verticales son
parabolas (ver figura a la derecha).

Hoy disponemos de programas para computadora con los que se pueden obtener las graficas
de funciones de dos variables. En la mayor parte de dichos programas las trazas en los planos
verticales x = k e y = k se dibujan para valores de k separados regularmente, obteniéndose
graficos como el del paraboloide eliptico mostrado arriba.
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12.2 Curvas de nivel

Hasta este momento se cuenta con dos métodos para representar funciones: diagramas de
flechas y graficas. Un tercer método, tomado prestado de los cartdografos, es un mapa de
curvas de nivel en el cual puntos de elevacion igual se unen para formar curvas de contorno o
curvas de nivel.

DEFINICION La traza de una funcién f de dos variables es la curva C que se obtiene pl
intersectar la superficie S de f con alglin plano coordenado o paralelo a él.
e C/C=SN & (plano coordenado o paralelo a él).

DEFINICION Las curvas de nivel de una funcién f de dos variables son las curvas
cuyas ecuaciones son f(x, y)=k, donde k es una constante (en el conjunto imagen de f).
e Conjunto curva de nivel en el plano xy: Cy = {(x, y) € Df/ f(x, y)=k, ke If}.

Una curva de nivel f{x, y)=k es el conjunto de todos los puntos en el dominio de fen el cual f
toma un valor dado £. En otras palabras, sefiala donde tiene una altura k la grafica de f.

Puede verse en la figura de la derecha la
relaciéon entre curvas de nivel y trazas
horizontales. Las curvas de nivel son
justamente las trazas de la grafica de fen el
plano horizontal z = k proyectadas en el
plano xy. Entonces, si dibuja las curvas de
nivel de una funcion y las representa como
elevaciones de la superficie a la altura
indicada, entonces puede formar
mentalmente una imagen de la grafica. La
superficie tiene pendiente abrupta donde las
curvas de nivel estan muy cercanas entre si.
Es algo mas plana donde las curvas se
separan.

Ejemplo 4 Un mapa de curvas de nivel de una funcion £, se ilustra en la figura a la derecha.
Uselo para dar los valores de f (1, 2) y f (3, ).
Solucion

El punto (1, 2) estd en la curva de nivel z = 70. Se puede
decir entonces f (1, 2) = 70, y en forma similar, (5, 5)= 50.
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Ejemplo 5 Grafique las curvas de nivel de la funcion £, con ley f(x, y) = 6 — 3x — 2y para los
valores k=-6, 0, 6, 12.

Solucion
Las curvas de nivel son

6-3x—2y =k obien 3x+2y+((k-6) =0

Es una familia de rectas cuya pendiente es -3/2. Las cuatro
curvas de nivel particulares con £k = -6, 0, 6 y 12 son
3x+2y —12=0, 3x+2y —6 =0, 3x+2y =0y 3x+2y + 6 = 0.
A la izquierda se muestran sus graficas. Entre las curvas de
nivel hay una separacion igual, y dichas curvas son rectas
paralelas porque la grafica de f'es un plano (véase Ejemplo 2).

Ejemplo 6 Grafique algunas curvas de nivel de la funcién A, con ley A(x, y) = 4’ +5y7,

Solucion
Las curvas de nivel son

x2 y2

2., 2 - y?_
4x"+y"=k obien k/4+k 1

las cuales, para k > 0, describen una familia

de elipses con semiejes \/k/2 'y Vk.Enla

figura de la derecha se ilustra un mapa de

curvas de nivel de h dibujado mediante una

computadora, y las curvas de nivel

corresponden a k = Y4, V2, %4,..., 4.

También se muestran estas curvas de nivel elevadas para obtener la grafica de A (un
paraboloide eliptico), donde se transforman en trazas horizontales.

12.3 Limites y Continuidad
Considere la funcién f, con ley f(x, y)=9 — x2 — y?.

La grafica de f tiene la ecuacidén z = /9 — x2 — y2. Al
elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacidn se
obtiene z” = 9 — x* — )7, es decir, 22 + x* + )" = 9, que
reconocemos como la ecuacion de la esfera con centro
en el origen y radio 3. Pero ya que z > 0, la grafica de f
es solo la parte superior de esta esfera (ver grafica a la
izquierda).

Por lo tanto, el dominio de esta funcidon es el disco
cerrado D = {(x, y) / 9 >x* +7}.
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Si un punto P(x, y) esta cerca del origen, entonces sus coordenadas estdn cercanas a 0, y
por consiguiente f{x, y) estd cercana a 3. De hecho, si las coordenadas del punto P quedan
dentro de un pequefio disco abierto x° + )° < &, entonces — (X’ + %) > -F =

29— +)y)>9-8 = flix, =9I —x2—y2 >9- & — 3.

Por tanto, podemos hacer que los valores de f{x, v) se acerquen a 3 tanto como queramos,
al tomar a (x, y) en un disco lo suficientemente pequefio, con centro en (0, 0).
Describiremos esté situacion con la notacion ya conocida:

VI —x%2—y2=3

lim
(x,y)—(0,0)

En general, la notacion

foy) =L

lim
(x,y)—(ab)

significa que los valores de f(x, y) pueden acercarse tanto como queremos al numero L,
siempre que se tome el punto P(x, y) lo suficientemente cerca al punto (a, b). A
continuacion, damos una definicidon mas precisa.

DEFINICION Sea f una funcion de dos variables definida en un disco con centro en
(a, b), excepto quizas en (a, b). Entonces, el limite de f(x, y) cuando (x, y) tiende a
(a, b) es L, y lo expresamos

lim x,y) =1L
(x,y)ﬁ(a.b)f( »)

si para cualquier nimero € > 0 existe un namero 6 > 0 tal que | ftx,y) — L |<e siempre
que 0 </ (x —a)2 + (y — b)2 <.

Como | f{x, y) — L | es la distancia entre los nimeros f{x, y) y L, y JEx—a)2+ (y—b)?es
la distancia entre el punto (x, y) y el punto (a, b). Por lo tanto, la definicion establece que la
distancia entre f(x, y) y L se puede hacer arbitrariamente pequefia al hacer la distancia desde
(x, y) a (a, b) suficientemente pequefia (pero no cero).

En la figura adjunta se ilustra la definicion mediante un diagrama de flechas: si cualquier
intervalo pequefio (L —¢, L +€) se da alrededor de L, entonces puede encontrar un circulo D
con centro en (a, b) y radio 6 > 0 tal que ftransforma todos los puntos en Ds, excepto tal vez
(a, b), en el intervalo (L —, L +¢).
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Otra forma de ilustrar la definicion recién dada
se muestra en la figura de la izquierda, en donde
la superficie S es la grafica de f.

Si se da que € > 0, podemos encontrar 6 > 0,
tal que si (x, y) se restringe a que esté en el
disco Dsy (x, y) # (a, b), entonces la parte
correspondiente de § estd entre los planos
horizontales z=L te yz =L —¢.

En el caso de funciones de una sola variable, cuando dejamos que x tienda a a, hay s6lo dos
direcciones posibles de aproximacion, desde la izquierda o desde la derecha. De acuerdo con
la unidad 2, si lim,_,,- f(x) # lim,_,+ f(x), entonces el lim,_,, f(x) no existe.

En el caso de funciones de dos variables, la situaciéon no
es tan sencilla, porque podemos dejar que (x, y) tiendan
a (a, b) desde un numero infinito de direcciones y de
cualquier forma (véase la figura a la derecha) siempre
que (x, y) permanezca dentro del dominio de f.

La definicién de la pagina anterior establece que la distancia entre f (x, ) y L se puede hacer
arbitrariamente pequefia, haciendo la distancia desde (x, y) a (a, b) suficientemente pequeiia,
pero no cero. La definicion entonces se refiere solo a la distancia entre (x, y) y (a, b), pero no
a la direccion de aproximacion. Por consiguiente, si existe el limite, entonces f'(x, y) tiene que
aproximarse al mismo limite sin que importe como (x, ) se aproxima a (a, b). Por lo tanto, si
podemos encontrar dos trayectorias distintas de aproximacion a lo largo de las cuales la
funcién f (x, y) tiene diferentes limites, entonces se concluye que el limy yy,qpy f (%, y) N0
existe.

Decimos entonces que:
e Sif(x, v > L; conforme (x, y) — (a, b) a lo largo de una trayectoria C; y
f(x, y) > L, conforme (x, y) = (a, b) alo largo de una trayectoria C,, donde L,
# L,, entonces limy ), q,p) f (X, ) no existe.

. . . x2-y?
Ejemplo 1 Demuestre que no existe limy 1) 0,0) 1yl
Solucion
2_.2
Sea f (x, y)= i2+§ =. Primero nos aproximamos a (0, 0) por el eje x. Entonces, y = 0 da

fx, 0) = X/ =1, para toda x # 0, de modo que f'(x, y) — 1 conforme (x, y) — (0, 0) a lo
largo del eje x.

Ahora nos aproximamos a lo largo del eje y al hacer x = 0. Entonces f (0, y) = =/ )’ = -1
para toda y # 0, de modo que f (x, y) > —1 conforme (x, y) — (0, 0) a lo largo del eje y.
Puesto que f tiene dos limites diferentes a lo largo de dos rectas distintas, el limite dado no
existe.
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Ejemplo 2 Si f'(x, y)— 2, cexiste limy 3y.(0,0) f (X, ¥)?

Solucion

Si y = 0, entonces /' (x, 0) = 0/x° = 0, para toda x # 0, de modo que f (x, ¥y) — 0 conforme
(x, ) = (0, 0) a lo largo del eje x.

Si x = 0, entonces f (0, y) = 0/y° = 0, para toda y # 0, de modo que f (x, y) — 0 conforme
(x, y) = (0, 0) alo largo del eje y.

Aunque hemos obtenido limites idénticos a lo largo de los ejes, eso no prueba que el limite
dado es 0. Ahora, si nos aproximamos a (0, 0) a lo largo de otra recta, digamos y = x, para
todo x # 0 tenemos,

fex)=5—5=1/2

En consecuencia, f (x, y) — 1/2 conforme
(x, ) = (0, 0) a lo largo de la recta y = x.

Como hemos encontrado distintos limites a lo
largo de diversas trayectorias, el limite dado no
existe.

La figura que se muestra a la derecha arroja
algo de luz a este ejemplo. La cresta que se
forma por arriba de la recta y = x corresponde al
hecho de que f'(x, y) = 72 para todos los puntos
(x, y) de esa recta, excepto en el origen.

2
Ejemplo 3 Sif(x, y)= gt gexiste limgy )00y f (%, ¥)?

Solucion

Teniendo en cuenta la solucién del ejemplo anterior, ahorraremos tiempo permitiendo que
(x, y) — (0, 0) a lo largo de cualquier recta que pase por el origen. Por lo tanto si y = mx, en
donde m es la pendiente, y si m # 0, tenemos

x(mx)?  m2x® m2x

x24+(mx)t  x2+mixt T 1+mix?

f () =f(x, mx)=

De modo que f (x, y) = 1/2 conforme (x, y) — (0, 0) a lo largo de la recta y = mx. Por lo
tanto, f tiene el mismo valor limite a lo largo de cualquier recta que pase por el origen. Sen
embargo, eso no demuestra que el limite dado sea 0, ya que si dejamos que (x, y) — (0, 0) a
lo largo de la parabola x = ), tenemos

o9 =16 )= = X=1/2

(y2)2+y

por lo que /'(x, y) = 1/2 conforme (x, y) — (0, 0) a lo largo de la parabola x = y°.
Otra vez, como para distintas trayectorias obtenemos distintos valores limites, el limite dado
no existe.
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2
Ejemplo 4 Si f'(x, y)— 2, gexiste limy 3y, 0,0) f (X, ¥)?

Solucion

Como en el ejemplo anterior, uno puede mostrar que el limite a lo largo de cualquier recta que
pase por el origen es 0. Eso no muestra que el limite dado sea 0, pero los limites a lo largo de
las pardbolas x = y° e y = x° también son 0, de modo que comenzamos a sospechar que exista
el limite.

Sea € > 0, queremos encontrar 6 > 0 tal que:

2

3x 3’2_0|<gsiempreque()<\/m<8

x2+y
O sea,
3x2|yl 2 2
Y < e siempre que 0 <./x? + y2 <9

Pero x° + yz > x° ya que 3720, de modo que

3x2IyI
<3|yl = 3yy% < 3/x2 + y2

x2
Por lo tanto, si elegimos & = €/3, con 0 < \/x? + y? <, tenemos

3x?% |yl

Ty S x2+y2<36—3(3) 3

Finalmente, y de acuerdo a la definicion de limite dada,

lim 3x%y
(xy)—>(0 0)x? + y?

Al igual que para las funciones de una sola variable, el calculo de los limites puede
simplificarse en gran medida mediante el empleo de las propiedades de los limites y por el
uso de la definicion de continuidad.

Las propiedades de los limites presentadas en la unidad 2 pueden ampliarse naturalmente a las
funciones de dos variables: el limite de una suma es la suma de los limites, el limite de un
producto es el producto de los limites, etc.

Recordemos que es fécil evaluar los limites de funciones continuas de una sola variable. Se
realiza sustituyendo en forma directa porque la propiedad que define una funcidén continua es
lim,_, f (x) = f(a). Las funciones continuas de dos variables se definen también mediante
la propiedad de la sustitucion directa.

DEFINICION Sea f una funcion de dos variables definida en un disco con centro en
(a, b). Entonces f'es continua en (a, b) si

f(x,y) = f(a,b)

(=, 3’)—>(a b)




186

Este significado intuitivo de continuidad es que si el punto (x, y) cambia una pequeia
cantidad, entonces el valor de f (x, y) cambia una pequeiia cantidad. Esto quiere decir que una
superficie, que es la grafica de una funcidn continua, no tiene agujeros ni grietas.

Al aplicar las propiedades de los limites, puede ver que las sumas, diferencias, productos y
cocientes de funciones continuas, son continuas en sus dominios. A continuacion, se usa este
hecho para dar ejemplos de funciones continuas.

Ejemplo 5 Una funcién polindmica de dos variables, es decir, un polinomio, es una suma de
términos de la forma ¢ x™ )", donde ¢ es una constante y m y n son enteros no negativos. Una
funcién racional es una razén de polinomios. Por ejemplo,
2
oy =x"+5x)y +6xy'-7y+6
es un polinomio, en tanto que

2xy+1

g y) =

x2+y?2

es una funciodn racional.
A partir de la definicioén de limite dada, se puede mostrar facilmente que:

limeyys@nx=a  limey@ny =b lim(y,y)-(a,p) € = €

Estos limites prueban que las funciones f'(x, y)=x, g(x, ¥) =y, y h(x, y) = ¢ son continuas.
Puesto que cualquier polinomio se puede conformar con las funciones simples f, g y h
mediante multiplicacién o adicidn, se infiere que todos los polinomios son continuos en
R*. De igual manera, cualquier funcién racional es continua en su dominio, porque es un
cociente de funciones continuas.

Ejemplo 6 Sea
2 2

x - .
h(X,y) — m Si (x,y) * (O, O)
0 si (x,y) = (0,0)
Aqui h esta definida en (0, 0) pero h es discontinua en el origen porque limy ,y_,(0,0) h(x, )
no existe (ver Ejemplo 1 de esta seccion).

Ejemplo 7 Sea
3x%y ‘
fy) = {212 si(x,y) # (0,0)

0 si (x,y) =(0,0)

Sabemos que f es continua para (x, y) # (0, 0), ya que ahi es igual a la funcion racional.
Asimismo, vimos en el Ejemplo 4 que

lim, )5 0,0) f (X, ¥) = 0, que es igual a f(0,0)

Por lo tanto, fes continua en (0, 0), y asi es continua en todo R>.
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Ejemplo 8: Sea
3x%y

p(x,y) = {x2 +y2

si (x,y) # (0,0)

17 si (x,y) = (0,0)

De acuerdo al ejemplo anterior, sabemos que

3

) x%y _
limg )00 5 =0#17=p (0, 0)

x2+y?

o sea, p es discontinua en (0, 0). Sin embargo, p es continua en el conjunto
D={(x )/ (x, y)#(0,0)}, ya que en este conjunto se comporta como una funcion racional.

h (x, y) =g (f (x, y)) es continua en (a, b).

TEOREMA Si f es continua en (a, b) y g es una funcion de una sola variable que es
continua en f (a, b), entonces la funcion compuesta h = g o f, definida por

La composicion es otra manera de combinar dos funciones continuas para obtener una tercera.
La demostracion del teorema anterior es similar a la demostracion del teorema que garantiza
la continuidad de la funcién compuesta de funciones continuas de una variable.

12.4 Derivadas Direccionales

Dada y = f{x), la razon de cambio de y en x,, f'(x,), se obtiene de considerar el
comportamiento del cociente de incrementos, Ay/Ax, cuando Ax = 0 (equivalentemente,
cuando x — x,). En este caso, x se puede acercar a xydesde una unica direccion (el eje x).

Dada una funcion de dos variables f, z = f(X,y);
la razon de cambio de z en un punto (x,, y,)
también  resulta de  considerar el
comportamiento del cociente de incrementos
obtenido para (x, y) — (x,, Vo).

En este caso se presenta un problema para la
formulacién del cociente: que (x, y) se puede
acercar a (X, J,) desde infinitas direcciones.
Para posibilitar y dar sentido al calculo,
hacemos entonces que (x, ¥) = (X, Vo) segun
una direccion fija, la cual damos a través de un
vector u, Asi, la razon de cambio de z en (x,, y,)
en la direccion de u, resulta de considerar el

y1

\ i)o(xch }’o)x

Py x

cociente entre el incremento en z Yy el incremento de x e y en la direccion de
u (Az /Axy). Hablamos entonces de derivada direccional de la funcion f en el punto

(Xo, Yo)-
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Para hallar esta derivada consideramos la superficie S de ecuacion z = f(x,y). Tomamos
(x,, V) del domino de f'y obtenemos Qg (x,, Vo, Z,) punto de S, z,= f (x,, Vo).

Luego, dado u,= (uy, uy), trazamos m, plano vertical al plano xy en la direccion de u, que
pase por Qp, y obtenemos C, curva interseccion del plano m con la superficie S
(C=Snm).

eSea Q (x, ¥y, z) otro punto sobre C y <
Py (x0, ¥0), P (x, y) las proyecciones de Qg y
Q sobre el plano xy; entonces, el vector
P,P= (Ax, Ay) resulta paralelo a , y para
algun real A S

PO—P: Ao
Luego, por igualdad de vectores:
Ax=Nu,, Ay=»\uy

O, x=xo+tAu, , y=y,+Au,.

y, para Axy, incremento de x e y en la direccioén
de resulta:

Axy = +[PoP| =%| & | =t| L | =Axy = 1R L
. P C
finalmente  entonces, el cociente de . :
incrementos queda : ri
x
— -0
X =x9+ Au, —xg
r 1-0

y=yot+4iu, —yg

Ar _ S(P)-f(B) _ S +h-u sy, +h-u)—f(x,5,)
Axy A 7y

o .
.....
.....
......................................................................

P (x, y) € r, recta paralelaa 5 que pasapor Py(x,, y,)
: = x=x,*tAux , y=y,+Auy.

..........................................................................................

Si ahora tomamos limite para A->0, obtenemos la razén de cambio de z para
desplazamientos producidos en la direccién de u; o sea, la derivada
direccional de fen la direccién de u.

La derivada direccional de f en (x,, y,) en la direccion del
DERIVADA Versor o= (uy, uy) €s:

DIRECCIONAL
D f(xo o) =

si este limite existe.
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o Interpretacion geométricazz

De la figura de la pagina anterior, vemos que el plano m que pasa por Py y P es
perpendicular al plano xy. Entonces la traza de m es r (o sea, mNm,, = r). Al intersectar el
plano & con la superficie S, obtenemos la curva C (C =S Nr).

Como Py (x,, v,)€Dy, entonces fix,, vo) = zo y el punto Qg(x,, V. z,) pertenece tanto al
grafico de f como al plano w, luego Qe C. Con un analisis similar, vemos que también
QeC. Asi, la recta secante 4 a C que pasa por Q y Qp (indicada en lineas de puntos en la
figura) estd incluida en m.

Az .

Entonces, A es la pendiente de la recta secante 4. Luego, para A—0, P— Py sobre r,
xy
Q — Qg sobre C y las rectas secantes tienden a ¢, recta tangente a C en Qq. Por lo
tanto, f esta contenida en .
. Az . . A
Luego, lim -— = m,, pendiente de ¢ . Como por definicion lim ——= Dy f (x,, Vo)
A0 Axy A—0 Axy

tenemos entonces que Dy, f (x,, ¥,) es la pendiente de ¢, recta tangente a C en el punto Qg
(xo: yo, ZO)'

o Interpretacion fisica:

Dy f (x,, y,) indica la velocidad de variacion de z en la direcciéon de u ; o sea, la
variacion de z por unidad de desplazamiento en la direccidon y sentido de u, en el punto

(X0, Yo)-

Ejemplo 1

Si T esla temperatura en un punto del cual conocemos su altitud x y su latitud y;
entonces T es funcion de (x, y).

O sea, T =f(x, y). Entonces, dado un punto de coordenadas (3,4):

o Paray=(1,1);

Dy, f (3, 4 es la razon a la cual 1 (N)
varia ‘
la temperatura en el punto (3,4), (O) (E)
al desplazarnos en direccion SE. >
(3.4
e Para u=(1,0)=7 (S) i u

D;f(3,4)es la razdn a la cual
varia la temperatura en el punto (3,4),
al desplazarnos en direccion Norte-Sur.

NOTA: en el caso particularenque u =Z 0 u =, el desplazamiento se produce en

direccion de alguno de los ejes coordenados. En tal caso, a las derivadas direccionales
las llamamos derivadas parciales.

* En todos los graficos en el espacio que aparacen desde esta pagina hasta el final del capitulo, cuando se ubica un
punto en el plano x-y, se omite la ultima coordenada de éste. Se hace un abuso de notacion para estos casos por ser
nula la ultima coordenada. Pero debe quedar claro que en el espacio los puntos tienen tres coordenadas.
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12.4.1 Derivadas Parciales

Son casos particulares de derivadas direccionales, los correspondientes a desplazamientos
en la direccion de los ejes coordenados; o sea, para =2 6 wu=7

> Derivada parcial de f con respecto a x.

Sea z=f(xy), (X0, vo))eDf v u=7

Si (x,y) = (x,, y,) segun la direccion del eje x;

o sea, si varia solo x mientras y permanece
constante e igual a y,; entonces, a la derivada
direccional correspondiente la llamamos ’‘derivada
parcial de f con respecto a x".

<

A (e
u
XoTAX, ¥o)

La indicamos: fx (x,, Vo) .
La definimos: fx (x,, Vo) = Di’ [ (X0, Vo)
X=x0+tAd ; y=yo
y como en este caso, A=Ax
Jx(x,, vo) = podemos entonces escribir:

X=Xot AXx, y=yo

> Derivada parcial de f con respecto a y.

Sea z =f(x,y), (xo, Vo)eDf v u=7 J v,
Si (x, v)—= (x,, o) segln la direccion del eje y, o sea, / (x0,10)

si varia sdlo y mientras X permanece constante e / = o
igual a x,; entonces, a la derivada direccional *

correspondiente la llamamos "derivada parcial de f con

respectoay’. Si w= 7 =(0,1):
La indicamos: f; (X0, Yo) - X=Xo ; y=yota
La definimos: fy (X0, Yo) = D}- S (X0, Yo)- y como en este caso, A=Ay

podemos entonces escribir:

X=X ; y=yo+ Ay

Sy X0, Yo) =

NOTACIONES PARA DERIVADAS PARCIALES: si z = f{x, y), entonces:
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o Interpretacién geométrica A

Jy (xo ,yo) es la pendiente de ¢,

recta tangente a C, en

Qo (X0 ,Y0 ,20); con Cy (x-curva) N

interseccion de la superficie S

con el plano vertical m: x = x,. O

~.l
y
'
)
[ )

4
AN
<wv

sea, la curva C, y por lo tanto la

recta ¢, estan contenida en un P,(xp yy) P(x, y) r

plano donde x = cte.

Az
Por definicion fy (xo, ¥o) = lim —— (A=Ay). Por otro lado, §=m (pendiente de la recta
m-0 Ay Ay S

secante 4 por que pasa por Qo y Q); luego, fy (xo.Y0) = im mg=m;
Ay—0

En forma andloga, demostramos que fx (x,,Y,) = lim ms= m,, con t recta tangente a C, en
Ax—0

P(x,, yo,2,); con C, (y-curva) interseccion de la superficie S con el plano vertical y= y,.

o Interpretacion fisica

Jy(x0,¥,) es velocidad de variacion de z, en la direccion y sentido del eje y, a la altura de x= x,.

fx(x,,V,) es velocidad de variacion de z, en la direccion y sentido del eje x, a la altura de y=y,.

Ejemplo 2

Si T esla temperatura en un punto del cual conocemos su altitud x y su latitud y, en
Km; entonces T es funcion de (x,y). Sea, T = f{x,y) con flx,y)=xy + 2’

Entonces, dado un punto de coordenadas (2, 3):

FQ+Ax 5 3)-f(253) i (2+Ax)3+423% —(2.3+2.3%)
= um

o £(2,3)= lim =3
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
n M)
e fx(2,3)=3 = en el punto (2,3) la temperatura
varia, aproximadamente, a razéon de 3 °C / Km; al (0) » (E)
desplazarnos en direccion Norte-Sur. i / g
® (23
(s/ S
. /(23) =
L fQ 3+ A= F(23) . 203+A40)+203+4Ay)7 -
lim A = lim A =14
Ay—0 \y Ay—0 \y

e fy(2,3)=14 = enel punto (2, 3) la temperatura varia, aproximadamente, a razéon
de 14 °C / Km; al desplazarnos en direcciéon O-E.
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Ejemplo 3 El volumen ¥ (en cm’) de 1 mol de un gas ideal esta dado por
_82,06T
P

donde P es la presion (en atmosferas) y T es la temperatura absoluta (en grados Kelvin).
Determine las razones de cambio del volumen de 1 mol de un gas ideal con respecto a la
presion y la temperatura cuando 7 =300 K y P =5 atmosferas.

e Las derivadas parciales de V con respecto de sus dos variables son

v _ —82,06T v _ 82,06
aP P2 Y ar ™ 7r
av av
Con T =300 y P =5, tenemos los dos valores i —984,72 (cm3/atm) y 7 16,41

(cm3/K). Estas derivadas parciales nos permiten estimar el efecto de un cambio en la
temperatura o en la presion sobre el volumen V del gas, como sigue (véase asimismo la
figura debajo):

Tenemos que 7 = 300 y P =5, de modo que el volumen de gas con el que tratamos es
V = (82,06) (300) / 5 = 49236 (cm?)

Esperariamos que un aumento en
la presion de 1 atm (manteniendo
T constante) disminuiria el
volumen del gas en
aproximadamente 1 L (1000 cm’),
pues 984,72 = 1000.

Un aumento en la temperatura de 1
K, con P constante, aumentaria el
volumen en aproximadamente 16
cm3, pues 16,41 = 16.

Observacioén:

Segun observaramos, fx (x,,),), se obtiene variando solo x mientras y permanece constante
e igual a y,. En tal caso, f pasa en verdad a ser funcion de una sola variable, la x.
Luego, podemos definir la siguiente funcion: g (x) = f (x, yy) y tenemos que:

. f(xo +Ax s Yo )_f(xO ;yO) . g(x() +)“)_g(x0) ,
Sx(xo, yo) = Al’zn)0 Ax = lim 2 = g'(x,)

A0
Vemos entonces que fx (x,, V,) no es mas que la derivada "ordinaria’ de la funcion g,

funcioén de la sola variable x que obtenemos al fijar la y; o sea, al hacer y = cte.
En consecuencia tenemos la siguiente ‘regla’:
REGLA PARA CALCULAR DERIVADAS PARCIALES: si z = f{x, y)

1. Paracalcular f, considerar 'y’ como una constante y derivar f{x,y) con respecto a x.

2. Para calcular fy, considerar x" como una constante y derivar f{x,y) con respecto a y.
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Ejemplo 4 Dada f{x,y)=xy + 27, calcular £,(2,3)y f, (2, 3).

o Para calcular £ (2, 3) , primero hallamos f (x, y) manteniendo y =cte, y luego
calculamos en el punto:

S y) =y 2> K(@2,3)=3

« Para calcular f (2, 3) , primero hallamos fy (x, y) manteniendo x = cte, y luego
calculamos en el punto:

fiky=x+4y > f£2.3)=14.

Ejemplo 5 Dada f{x,y)= 4 -x’ -2’ calcular fi(1,1) y fy (1, 1) e interpretar estos
numeros como pendientes.

fixy)=-2x 2> fr(1,1)=-2 fiy)=-4 > fy(1,1)=-4

G

La superficie S de f es el paraboloide z = 4 - x” - 2 J” que se muestra arriba. Cuando el
plano vertical y = 1 intersecta a S, se obtiene la parabola C;,

z =2 — x? o .
Cy y=1 (ver la parte izquierda del grafico);

mientras que cuando el plano vertical x = 1 intersecta a S, se obtiene la pardbola C,,

_ _ 2
C, {Z =3 12y (ver la parte derecha del grafico);

cuya ley es z = 3 - 27 (ver la parte izquierda del grafico)

De acuerdo a la interpretacion geométrica que hemos dado, fy (1, 1) =-2 es la pendiente
de la recta tangente a la curva Cy en (1, 1, 1), mientras f, (1, 1) = -4 es la pendiente de la
recta tangente a la curva Cy en (1, 1, 1).
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12.4.2 Derivadas de Orden Superior

Si fes una funcion de dos variables, entonces sus derivadas parciales fx y fy son también
funciones de dos variables, de modo que podemos considerar sus derivadas parciales (f)x,
(fOy, fy)y ¥y (fy)x, que se llaman segundas derivadas parciales de f. Si z = f(x,y), usaremos
la siguiente notacion:

(f)x = fix = fia = ;_x(ﬂ) _ 0 _ 0%

dx/)  9x?  0x2
_ _ _ d <af>_ 0%f _ 0%z
Py = fay = f12 = dy\ox)  dydx 0yodx

0 (%) 0%f 0%z

(fy)x = fyx = fa = a dxdy - 0xdy

0 (af> L 0%
~ 0y?  0y?

(fy)y :fyy = fo2 = @ @

C a2 . . .
Por lo tanto, la notacion (fx)y (0 ay_afx) significa que primero derivamos con respecto a x y

luego respecto a y, en tanto que al calcular (fy)x el orden se invierte.

Ejemplo 6 Calcule las segundas derivadas parciales de f, cuya ley es
fooy) =x'+x7y -2y

e Primero calulamos las derivadas parciales primeras:
fole y) =3+ 2xy’ S y)=3xy —4y

Luego,
a 2 3 3
(fx)xz—ax(Sx + 2xy°)= 6x+Yy

a 2 3 2
(fx)y =@(3x + 2xy°) = 6xy
d 2.2 2
(fy)x:a(Sx y* - 4y)=6xy

a 2 A2 2
(fy)yza(gx y° -4y)= 6x°y—4
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Observe que fy, = fix en el ejemplo 5 Esto no es una coincidencia. Resulta que las
derivadas parciales mixtas fi, y fj« son iguales para la mayor parte de las funciones que
uno encuentra en la practica. El teorema siguiente, el cual fue descubierto por el
matematico francés Alexis Clairaut (1713-1765), presenta las condiciones en las cuales es
posible afirmar que fy, = fx.

TEOREMA Sea f continua en un disco D que contiene la punto (a, b). Si fi, y fyx son
continuas en D, entonces

S (a, b)=fix (a b)

Demostracion
Para valores pequefios de 4, & # 0, considere la diferencia

A(h) = [f(a+h, b+h) — f(a+h, b)] —[f(a, b+h) — f(a, b)]

Note que si hace g(x) = f(x, b+h) — f(x, b), entonces

A(h) = g(a + h) - g(a)

Por el teorema del valor medio, hay un niimero c entre a y a + A tal que

gla+h)—gla) =g'(c) h = hifx(c, b +h) = fi(c, b)]

Aplicando de nuevo el teorema del valor medio, esta vez a f,, se obtiene un nimero d
entre b y b + h tal que

Je(e. b+ h)—f(c.b) =fy(c dh

Combinando las dos ultimas ecuaciones, se obtiene

A(h) =k fy (c, d)

Sih — 0, entonces (¢, d) = (a, b), de modo que la conttinuidad de f,, (a, b) da

_Ah :
IR ol o6 ) = o)

Del mismo modo, empezando por

A(h) = [f(a+h, b+h) —f(a, b+h)] — [f(a+h, b) —f(a, b)]

y usando el teorema del valor medio dos veces y la continuidad de f, en (a, b), se obtiene
. Ah
i hz = (@ b)

Por lo tanto, se deduce que f, (a, b) = fy« (a, b)
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12.5 Plano Tangente y Aproximacion Lineal

Una de las ideas mas significativas del calculo en una variable es que la grafica de
una funcién escalar derivable, a medida que nos acercamos a un punto determinado
de la misma, se vuelve indistinguible desde su tangente y, por lo tanto, podemos
“aproximarnos” a ella a través de una funcion lineal, como se ha discutido
oportunamente. Es posible desarrollar ideas similares en tres dimensiones. A medida
que nos acercamos a un punto sobre una superficie (grafica de una funcion derivable
de dos variables), la superficie se parece mas y mas a un plano, su plano tangente, y
es posible entonces aproximarse a la funcion mediante una funcioén lineal de dos
variables.

12.5.1 Plano Tangente

Sea § una superficie de ecuacion z=f(x,y), donde ftiene derivadas parciales continuas.
Sea P (Xo, Yo, Zo) un punto de S.

Sean C, y C, la x-curva y la
y-curva determinadas respectivamente
por los planos x =x, e y = y,, al
cortar a la superficie S.

Luego P estd en ambas curvas y
quedan determinadas las rectas 7T, y
T,, tangentes en P a C, y Gy
respectivamente.

Las rectas T, y T, determinan un unico
plano. Se puede demostrar que si C es
cualquier otra curva que esta sobre Sy
pasa por P, entonces su recta tangente
en P se encuentra en el plano
determinado por T, y T,. Luego este
plano es tangente a S en P.

DEFINICION: plano tangente

Dada z = f(x, y) con derivadas primeras continuas en (x,, J,), entonces el plano tangente
a la superficie de z = f(x,y) en el punto P(x,, y,, z,) es el plano determinado por las rectas
T, yT,, rectas tangentes a las curvas:

Ce: z=f(x0,y), x=%x, (x-curva)
G z=f(xy0), y=yo (y-curva)

Para hallar la ecuacion de este plano partimos de la ecuacién general de un plano que pasa
por (X,, Vo, Zo); @si, si n= (a,b,c) es un vector normal al plano:

a(x-xo)+ b(y-yo)+t c(%-2) =10
Si ¢#0, dividimos por ¢ y hacemos -a/c =m, - b/c =n; y laecuacion queda:
FrZo=m(x-x)t ny-y) (m)

Luego, si la ecuacidn anterior es efectivamente la ecuacion del plano tangente a § en P,
entonces su interseccion con el plano y =y,, debe ser la recta tangente 7,
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520 = m (X-Xo) T 1 (¥-),)
T,=m O T=yo: = Ty -z, =m (x-Xx,) (en m-y,)
Y =Yo
Conclusién: de la ecuacion obtenida para 7),, concluimos que m es la pendiente de 7.

Como de la seccion anterior sabemos que f; (xg, yo) es la pendiente de 7, tenemos
entonces que: m = f; (xg, yp). Idem, concluimos que: n =f; (xo, yo).

Ecuacion del plano tangente, a la superficie z =f (x, y) en el punto P (x,, y,, z,):

F-Zo = Ji (X0, Yo). (x - X,) + 5 (X0, Vo). (V- Vo) ()

12.5.2 Incrementos y Diferenciales

En una variable hemos probado que derivable en un punto implica continua en dicho
punto. En el caso de dos variables esto no se verifica; por ejemplo, pueden existir las
derivadas parciales en un punto y la funcién no ser continua en dicho punto.

Ejemplo 1 Consideremos la funcién f cuyo limite en (0,0) ya vimos en la seccion
anterior que no existe. Luego f no es continua en (0,0).

x-y
—— . ) = (0,0)
X +y

J y) =
0 ;5 (xy=(0,0)

Sin embargo existen las derivadas parciales de f. Efectivamente:

. S 0-f(00) . (0)-(0

R L S
. fOA)-f(00) .. (0)—(0

£0.0= Iim 7" yiyf( '~1im * )A( '=0

Ay—0

Ay—0

En una variable también hemos definido el concepto de diferenciable y visto que

derivable implica diferenciable; asi, si y = f(x) y existe f(x,), entonces df (x,)=f "(x,).dx.

En tal caso probamos que el diferencial (df 6 dy) permite dar una aproximacion del

incremento 6 cambio real en y, Ay =f (x,+Ax) —f (x,). O sea que

Ay =~ dy, o equivalentemente; Ay = dy +¢& Ax, donde £ 20 conforme Ax 0.

En el caso de dos variables, z =f(x, y), la existencia de derivadas parciales tampoco

garantiza la diferenciabilidad de la funcion.
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Si indicamos con Az al incremento de f cuando x e y varian en forma simultanea; Az
= f(x+Ax, y+A4y) — f(x, y), veremos que aquello que posibilita la aproximacion de Az por
una funcion lineal es la diferenciabilidad de f. Definimos entonces este concepto.

DEFINICION: funcién diferenciable en un punto.
Sea z =f(x, y) con derivadas parciales f; y f, , entonces fes diferenciable en (x,, y,)
siy soOlo si existen &y & de modo que Az, incremento de f cuando x e y varian en

forma simultanea, puede expresarse como:

Az = fi (X0, Vo). Ax + [, (X0, Yo). Ay + gAx + £,A4y,
con & yeé&r >0 conforme (Ax,Ay) > (0,0)

TEOREMA 1: si f es diferenciable en (x,, y,) entonces f es continua en (x,, ¥,)

Este teorema se demuestra facilmente teniendo en cuenta que

f es continua en (X, y,)< limpy o[ f(xo + AX, yo + Ay) — f(%0,¥0)] =0; o sea, si
limAx_>0 Az =0

Demostracion:

f diferenciable en (x5 y,) =

Luego: ﬂ ﬂ
(A Align(o O)AZ(:A A]if._l)(o 0)( % C{Q Q) =0
X;AY)—=>(0; X3AY) 3
0o/ 0]

= lim Az=0 = Lm [fG& +A5y,+Ay)-£(x,y,)]=0

(Ax;Ay)—>(0;0) (AxAy)>(030)
= lim_ [, +Ax y, e ay)]=10555,)
(Ax;Ay)—(0;0)
= f continua en (x,; y,) q.e.d
Observaciones:

1) La existencia de derivadas parciales es condicidon necesaria para que f sea diferenciable.
2) La existencia de derivadas parciales no es condicién suficiente para que f sea
diferenciable. Efectivamente, si razonamos por el absurdo tenemos que:

TEOREMA .1
Existencia de fy y f, = diferenciabilidad de f —  continuidad de f';

o sea, concluimos que: existencia de fx y f, = continuidad de f;

lo cual es un ABSURDO, pues la existencia de derivadas parciales no implica continuidad
como vimos en el ejemplo anterior.
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TEOREMAZ2: (Condicién suficiente de Diferenciabilidad)

Si f«y f, soncontinuas en (x,, y,) entonces fes diferenciable en (x,,),)
(Sin demostracion).

Observacion:
Luego, st fy y f, soncontinuas en (x,, y,) entonces existen infinitésimos & y &>
(e1y €2 2 0 conforme (Ax,Ay) = (0,0)), de modo que:

A(ZJ = fi XorYo)-AX + [y, (X0,Y0)-Ay “" EAX + £,Ay
) ~/

| Incremento total de z | | parte principal del incremento | | -0 ; para (Ax,Ay) =2 (0,0) |

Para incrementos pequefios, el término (£AX + £ ,Ay) es un valor infinitesimal, luego
es practicamente despreciable frente al otro sumando, el cual se constituye entonces en la
parte principal del incremento de z para cambios pequeiios en x ¢ y. Damos nombre a la
parte principal.

Definicion: dz 6 df; diferencial total de z (variable dependiente).

Llamamos diferencial total de /" a la parte principal del incremento de f:

dz = fx (X0, Yo).dx + f, (X0, ¥o).dy

NOTAS:
1) Los simbolos dz 6 df se usan indistintamente para representar el diferencial total de z.

2) Al igual que para una variable, los diferenciales de las variables independientes se
definen directamente como el incremento de la variable; o sea, dx=Ax y dy=Ay,y
tenemos otra forma de escribir el diferencial total: dz = f; (Xo,Yo)-dX + f; (Xo,¥0).dY.

3) Con la nueva definicion, si fx y f, son continuas en (x, ),) entonces existen
infinitésimos & y &€, (& y €2 2 0 conforme (Ax,Ay) = (0,0)), de modo que:

Az = dz + g Ax + g,Ay
Como (gAx + &£,Ay) 20 para (Ax,Ay) = (0,0) , podemos entonces despreciar este
término y tenemos asi que, en las proximidades de (x,, ,): Az = dz o sea, que el

cambio real en z es aproximadamente igual al diferencial total.

4) Si ahora tomamos: dx=Ax=x-x, y dy=Ay=y-y,; tenemos otra forma de
expresar el diferencial total de z:

dz = fr (Xo,Yo)- (x- X0 ) + £ (X0,Y0)- (V- Vo)

Si observamos el segundo término de esta expresion vemos que el mismo coincide con el
segundo término en la expresion de la ecuacion del plano tangente a la superficie.

(M) % -20= fi (X0,Yo)- (X = Xo) T fy (XosY0)- (Y- ¥o)
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Podemos entonces decir que dz
representa el cambio de altura en el s /
plano _ tangente, (% — z,), cuando \
pasamos de (x,, ¥,) a (x,+Ax, y,+4y).
El cambio real de altura en z cuando
pasamos de (x,, Vo) a (x,+Ax, y,TA o Yo 20) _ A
esta dado por, T

Az = fx,tAx, yo+AY) - f(X0,Y0)

y como segun vimos, Az == dz, tenemos
entonces que,

[ (ot Ax, vot+Ay) - f(X0,y0) = dz
S (xoTAx, yo+Ay) = f(x0,y,) + az
S, y) = f(xoyo) + fi (Xo,Yo) (X -Xo) T [y (X0, Y0). (V- Vo)
z =~ 5/

O sea que para (x, y) cercanos a (x, ),) podemos emplear el plano tangente en
P(x,, yo, z,) como una aproximacion de la superficie z = f{(x,)).

Conclusiones:

1) si fx y f, son continuas en (x, y,) , entonces f es diferenciable en (x,, y,) y el
plano tangente a la superficie z = f{x, y) en P(x,, ¥», z,) €s una buena aproximacion a la
grafica de f (superficie) cerca de P(x,, y,, zo).

2) si fx y f, son continuas en (x, ),), entonces f es diferenciable en (x,, y,) y

S y) = f(Xo Yo) * fr (X0, Vo). (X = Xo) T [y (Xo, Vo). (V- Vo)
En otras palabras, la funcion lineal z= f (x,, yo) + fx (Xo, Yo)-(X - Xo) + [y (X0, Vo). (V- Vo)
es una buena aproximacidon de z = f(x, y) cerca de (X, Vo).

Ejemplo 2 Encuentre la ecuacion del plano tangente al paraboloide z = 2x° + )7, en el
punto (1, 1, z,). Compare Az y dz sisepasade (1,1)a (1.1, 0.8).

SOLUCION

fr(xy) =4x 2fi(l,1) =4
Hxy) =2y 2f(1) =2 = z-3= fi(LD). x-1D)+ f,(L1). (»-1)
z, = f(1,1) =3 z=3+4. (x-1)+2. (y-1)
z=4x+2y -3 ()

e Az=f(1.1,08)-f11) = 3.06-3=0.06

e dz=fi(LD). (-1 + f,(L1). (- 1) =4 (1.1-1) +2(0.8-1)=4. 0.1 +1 (-0.2)=0.2
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Ejemplo 3
(a) Siz = f{x, y) =x* +3 x y — )7, determine el diferencial dz.

(b) Si x cambia de 2 a 2,05 e y pasa de 3 a 2,96; compare los valores de Az y dz.

SOLUCION
(a) La definicion que se ha dado establece que

dz = fi (X0, Yo).dx + f, (X0, yo).dy = (2x + 3y) dx + (3x —2y) dy.
(b) Al hacerque x=2,dx=Ax=0,05,y=3,ydy=Ay=-0,04, obtenemos
dz =12 (2)+3(3)]0,05+[3(2)-2(3)] (-0,04)=0,65

El incremento z es
Az =£(2,05; 2,96) — f(2; 3) = [(2,05)2+3(2,05)(2,96)—(2,96)2]— [22 +3(2)(3) —32] =0,6449.

Observe que Az=dz, pero dz es mas facil de calcular.

Ejemplo 4 El radio de la base y la altura de un cono circular recto miden 10 cm y 25 cm,
respectivamente, pero hay un error posible en la medicion de 0,1 cm como méaximo en
cada uno. Mediante diferenciales estime el error maximo en el volumen calculado del
cono.

SOLUCION
El volumen ¥ de un cono de radio en la base r y altura # es V = z+° h /3. De modo que el
diferencial de V es

wv=ar s Vg T T
T T T T3 TS

Puesto que cada error es de 0,1 cm como maximo, tenemos que |Ar[< 0,1 y
| AR|< 0,1. Para determinar el error mas grande en el volumen, tomamos el error mas
grande en la medicién de » y de 4, entonces dr = 0,1 y dh = 0,1, junto con » =10y
h =25. Esto da

5007 1007

vV = ——(0,1) + ——(0,1) = 207

Por lo tanto, el maximo error cometido al calcular el volumen del cono es de
aproximadamente 63 cm’ (=z20m crn3).
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12.6 Calculo de Derivadas Direccionales: Vector Gradiente

TEOREMA 3:

Si f'es diferenciable en (x,, y,) entonces f tiene derivada direccional en la direccion
de cualquier versor uo = (ty 1y ) Y Duf(Xos Yo) = fx (Xo,Vo). Ux + [y (X0,¥0). Uy

Demostracion:

f(x,+hu sy, +h-u )= f(x;59,)
Por definicion Dy f (X0, Yo) = lim . il 3 ©0 = lim %
A—0 A A0 7\,

Si f es diferenciable en (x,, y,) entonces existen &1y €, de modo que Az se puede
expresar como:

Az = fi (X0,¥0)- AX + [ (X0,¥0). Ay + €1AX + €,Ay,
con &yée, 20 conforme (Ax,Ay) = (0,0).

Si wo = (uy;u,) esel versor direccion, entonces: Ax =2 u, , Ay =2»A uy ; luego:

Az = f;f(Xoayo)' Au, + f)‘/(X09y0)' }Vuy"_ ahut 52}V“y,
con &Yyer >0 conforme A0

Finalmente reemplazando esta expresion en el limite que da la derivada direccional:

fx(X0:y0) Aux+fy(x0:p0) Auy+e Ay +€;.Auy
A
Sx(x03y0)ux+fy(xo;y0)uy+e.ux+€;.u,

D, f (X0, Yo) = lim
A0

D, f (X0, Yo) = lim
A—0
D, [ (X0, Yo) = fx (X0, Yo)- Ux T [y (X0, Vo). 1y

Luego, hemos demostrado que la derivada direccional existe V u, y mas aun, hemos
encontrado una expresion simple para calcularla conociendo las derivadas parciales.

Observacion: el segundo miembro de la formula hallada puede pensarse como el
producto escalar de dos vectores: u, (versor dato) y el vector (fx (Xo, ¥o); £y (Xo, Vo).

D, f (X0, Yo) = (fx (X0, Vo) ; ]G/ (X0 Yo) )e (U ; uy)

El vector (fi; fy), se presenta no so6lo al calcular derivadas direccionales sino
también en muchos otros contextos. Luego, damos un nombre y una notacion
especial para identificarlo.

DEFINICION: vector gradiente

Si f es una funciéon de dos variables entonces el gradiente de f ( ), es una funcién

definida como

x, y) = (x, )5 fr (X, )
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Derivada direccional, su calculo:

D, f(xo, yo) = (X0, Yo)o o

Observacion: si el vector u forma un angulo 6 con el eje x positivo, entonces sabemos
que el versor asociado es u,= (cos, senf). Luego en este caso,

Duf(xo, yo) = V_f (Xo, yo). (COSO, sene)

Notese que en la definicion anterior hemos introducido un nuevo tipo de funcién, que
llamamos campo vectorial. En general, un campo vectorial es una funciéon cuyo dominio
es un conjunto de puntos en R* o en R’ (en forma genérica, en R" con n>1), y cuya
imagen es un conjunto de vectores en VZ 0 en V* (en forma genérica, en V" con m>1).

DEFINICION: Campo Vectorial R* — V*

Sea D un conjunto en R>. Un campo vectorial sobre R° es una funcion F que asigna a
cada punto (x, y) en D un vector bidimensional F(x, )

Obviamente, esta definicion puede generalizarse para R" y V".

Ejemplo 1 Calcular la derivada direccional de f{x, ) =x’ y° - 4 y en el punto (2, -1) en la
direccion: a) u=(3;4), b) u=i , ¢) u=j

a) u=(3;4) > Duf(2,-1)=Vf (2, -1

o Primero calculamos el vector gradiente en (2, -1) :
fetey) =2y’ o fyoy) =3y 4 = Vf (xp) =(2xy’, 35y -4)
f[2-1)=-4 ; £,2-1)= 8 = Vfr2,-1)=(-4,8)

o Luego comprobamos si u, vector direccion, es un versor.

Para ello calculamos el modulo de u ; |u| =5 # 1. Concluimos que u no es versor.
Como necesitamos un versor, obtenemos el versor asociado a u;

o= é-ﬁ = uo=(3/5; 4/5)
g
« Finalmente, estamos en condiciones de calcular la derivada direccional.

Duf (2, -1)=Vf (2,-1).(3/5;4/5)=(-4,8).(3/5;4/5)=4.

b) u=i, ya sabemos que en este caso la derivada direccional es la derivada parcial en x.
Este resultado, obviamente, también se obtiene de aplicar la formula de célculo.
Efectivamente:

Dif(x,y) =Nt xy) (1, 0) = (fx (x3) 5 fy () )- (1;0) = fx (x.)
Luego: D;f(2,-1)=fc(2,-1)=-4

c) u=j. Enestecaso: D;f(2,-1)=f(2,-1)=8
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Observacién: dada una funcion f consideramos fodas las posibles derivadas
direccionales de f'en un punto dado, tenemos todas las razones de cambio de f en todas
las direcciones posibles. Luego cabe preguntarse ;en qué direccion f cambia con mayor
velocidad?; ;cudl es esa maxima velocidad de cambio? El siguiente teorema contesta esto.

TEOREMA 4:

Sea f una funcion diferenciable en (x, y), entonces:

- el valor méximo de la derivada direccional, D, f (x, ), se produce en la direcciéon y
sentido del vector gradiente y su valor es: Dy f(x, ¥) =| V£ (x, ¥) |-

- el valor minimo de la derivada direccional, D,;, f (x, ), se produce en la direccion y
sentido opuesto del vector gradiente y su valor es: D, f(x, ) =-| V£ (x, y) |-

Demostracion:

Dado que f'es diferenciable, de la formula de calculo para la derivada direccional
tenemos que:

D.f = Vf . uo (por definicion de producto escalar)
@A = |Vf|.|uo|.cosa (porser u, un versor)
= |Vf|.cosa

donde a es el angulo entre Vf y u,. Este angulo puede variar de 0°a 180°:

\

Ry A

Vj o Uo Vj o

cos 180° < cos a < cos 0° (multiplicamos por |V |)
|Vf |.cos 180° < |Vf|. cosa < |[Vf|. cos0° (calculamos los cosenos)

- |Vf| £|Vf]| cosa < |V

-Vl < Duf < IVf | Guax. valor de la derivada direccionat)

Tenemos entonces que:

> para o =0° se produce el maximo valor de la derivada direccional , luego:
- a=0° implica Vf y u, paralelos y deigual sentido,
- yel maximo valores |Vf [;osea: Dyuf =|Vf |

> para o= 180° se produce el minimo valor de la derivada direccional, luego:
- o =180° implica Vf y u, paralelos y de distinto sentido,
- yelminimo valores -|Vf |;o0sea: Dy,f =-|Vf|

Observacidén vemos entonces una importante aplicacion del vector gradiente, este apunta
en la direccion en la que f crece mas rapido y su modulo, | Vf |, da la razon maxima de

crecimiento posible para f al considerar desplazamientos simultaneos en x e y.
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Ejemplo 2 Si la temperatura w (en grados Celsius) en un punto (x, y) de una plancha de
metal estd dada por w = f(x, y) = 10 + 0.003 x° - 0.004 ), ;en qué direccién debe
desplazarse una particula "buscadora de calor” si inicialmente esta en el punto (40,30)?
Halle la rapidez con que se mueve en tal direccion.

SOLUCION
Evidentemente la particula debe desplazarse en la direcciéon en que la temperatura
aumenta mas rapido, o sea en la direccion del vector gradiente:

feley) = 0,006x; f,(xy) =-0008y = Vf (x,y) =(0,006x,-0008y)
£:(40,30) = 0,24 ; £, (40, 30) = -0,24 = Vf (40, 30) = (0.24; - 0,24) = 0,24 (1,-1)

. . . . y
En esta direccion la rapidez es maxima; luego: 40.30)
b

Dy f = |Vf (40, 30) | = 0,24V2 ~ 0,34 (°C por unidad de distancia)

a=(1,-1)

>

! x

Ejemplo 3

(a) Sif{x, y) = x ", calcule la razén de cambio de fen el punto P(2, 0) en la direccion de
PaQ(1/2,2).

(b) ¢(En qué direccion ftiene la maxima razén de cambio? ;Cual es la maxima razéon de
cambio?

SOLUCION
(a) Primero calculamos el vector gradiente:

Vf (x,y) = (€, x¢&)
Vf(2,0)0=(12)

El vector unitario en la direccion PQ = (-3/2, 2) es Y4
u = (-3/5, 4/5), de modo que la razén de cambio de fenla 27
direccion de P a Q es

D.f(2,0)= Vf (2,0). (-3/5,4/5) = 1. "l

(b) De acuerdo con lo anteriormente discutido, f se
incrementa de la forma mas répida en la direccion del
vector gradiente V¢ (2, 0)= (I, 2). La razén maxima de ¥
cambio es

vy 2 0=l (1, 2|=+5

La situacion discutida se muestra en la grafica a la derecha.

82.06-T

Ejemplo 4 El volumen ¥ (en cm®) de 1 mol de un gas ideal estd dado por: p =

donde p es la presion (en atmosferas) y 7 la temperatura (en K).
Hallar la direccion de maxima variacion del volumen de 1 mol del gas y la maxima tasa de
variacion posible, cuando 7= 300 Ky p = 5 atmosferas.
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SOLUCION
Calculamos el gradiente de V en el punto (p, 7)= (5, 300):

oV -82.06-T . OV 82.06 \v4 _ (—8206-T .82.06

66—’/(5,300)= -984.72: 2 (5,300)= 16.41 = VV (5,300) = (-984.72; 16.4])
p

> or
El volumen inicial de gases, V (5, 300)= (82.06; 300)/5 = 4923.60 (cm’)

Que aa—V(S,SOO)Z -984.72 (cm’/atm) indicaria que un aumento de presion de 1 atmosfera
/4

. . . ., . 3
(manteniendo 7T constante) disminuiria el volumen en aproximadamente 1000 cm

(1 litro); mientras que g—;(5,300)= 16.41 (cm’/K) indicaria que un aumento en la

temperatura de 1K (manteniendo p constante) aumentaria el volumen en

. 3
aproximadamente 16 cm’.

Vemos asi que para obtener mayor variacion de volumen conviene variar la presion.
Luego la direccion de maximo incremento de V es:

VV= (-984.72; 16.41)= 16.41. (-60, 1); o equivalentemente, (-60, 1), o sea,
disminuyendo p en 60 atm y aumentando T en 1K.

La tasa maxima de incremento es, |VV (5,300)|= 16.41. | (-60, 1) |

=16.41./3601 =~ 984.60 (cm’ por variacién simultanea de p y 7).

12.7 La Regla de la Cadena

Recordemos que la regla de la cadena para funciones de una sola
variable, da la regla para derivar una funcidon compuesta. Si Recuerdos:
vy=f(x)yx =g (), donde fy g son funciones diferenciables,
entonces y es indirectamente una funcion diferenciable de ¢ y se Y=/
verifica que x =g(1)
dy dy dx y=r(g)
b V' =1'0).¢'1)

En el caso de funciones de més de una variable, la regla de la cadena tiene varias
versiones, cada una de ellas da una regla para derivar una funcién compuesta.

La primera version (Caso 1) se relaciona con el caso donde z = f'(x, y) y cada variable x e
y es a su vez una funcion de la variable ¢. Esto significa que f es indirectamente una
funcion de ¢, y la regla de la cadena da una féormula para obtener la derivada de f como
una funcion de ¢. Suponemos que f es diferenciable, esto sucede cuando f; y f, son
continuas, como hemos visto con anterioridad.
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TEOREMA (Caso 1): LA REGLA DE LA CADENA

Sea z una funcion diferenciable con ley z=f(x, y), donde x = g(?) e y = h(t) son funciones
derivables en 7. Entonces, z es una funcion derivable en ¢ y

dz afdx af dy
dt _ ox dt dy dt

Demeostracion
Un cambio Af en ¢ provoca cambios Ax en x y Ay en y. Esto, a su vez, produce un cambio
Az en z, y de la definicion de diferenciabilidad de f, tenemos

Az = iAx+ —fAy+ e10x + g,Ay
0x ay

donde ¢, — 0 y &, > 0 conforme (Ax, Ay) — (0, 0). Al dividir ambos miembros de esta
ultima ecuacion por A¢, tenemos

Az afo afAy Ax+ Ay
At ox At 9y At ac T ac

Si ahora hacemos At — 0, entonces Ax = g(t+At)—g(t) — 0, debido a que g es derivable y,
por consiguiente, continua. De manera semejante, Ay — 0. Esto a su vez significa que
g1 > 0ye — 0, de modo que

dz . Az _ Of ;. af . . Ay
— = lim — = —lim lim + lim £ hm X + lim £ 11m - =
dt At—0 At dx At—)O At ay At—>0 At—>0¢€1 At—0 At At—>0€2 0 At

6f Ax+6f Ay Od Ody_
(')xAt—>0 At (’)yAt—>0 At dt dt
(’)fdx_l_ (’)fdy
d0x dt ay dt

o equivalentemente,
dz 0zdx 0zdy

dt “oxdt | aydt
(q.e.d)

Ejemplo 1 Siz =x"y + 3xy*, donde x =sen(2t) e y = cos t, calcule dz/dt
SOLUCION

Por la regla de la cadena
dz 0dzdx 0zdy

dtoxde ' ayde
=(2xy +3y%) 2cos 2t + (x* + 12 x)°) (=sen 1) =

= (2 sen2t cost + 3 cos’t) 2 cos 2t + ( sen’(2t)+ 12 sen(2t) cos’t) (—sen t)
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Nota 1: Aunque hemos expresado la respuesta en términos de ¢, a veces resulta adecuado
dar la respuesta en términos de x, y y . Por ejemplo, si se nos pide encontrar el valor de
dz/dt cuando t = 0, podemos observar simplemente que x =0 ¢ y = 1 donde ¢ = 0, por lo
tanto

dz/dt (0)=(0+3)2cos 0+ (0+0)(—sen 0) =6

Nota 2: P
Si T(x, y) representa la temperatura en un punto (x, y) y x = f(t) e

v = g(t) son las ecuaciones paramétricas de una curva C, entonces

la composicion de funciones z = T(f(¢), g(t)) representa la

temperatura en los puntos de C, y la derivada dz/dt representa la

razon de cambio de la temperatura a lo largo de la curva.

En particular, cuando ¢ = 0, el punto (x, y) es P (0, 1) y dz/dt = 6

es la razéon de cambio de la temperatura en P (véase figura a la

derecha).

Ejemplo 2 La presion P, en kilopascales, el volumen V, en litros y la temperatura 7, en
kelvin, de un mol de un gas ideal, estdn relacionados mediante la ecuacion PV = 8,31T.
Determine la razén a la cual la presion cambia cuando la temperatura es de 300 K y se
incrementa a razon de 0,1 K/s, y el volumen es de 100 L y se incrementa a razén de
0,2 L/s.

SOLUCION

Si ¢ representa el tiempo que transcurre en segundos, entonces en el instante dado

T =300; dT/dt = 0,1; V= 100; dV/dt = 0,2. Puesto que P = 8,31 T/V la regla de la cadena
establece que

ap_oPdT oPdV  831dT 831T dV 831

_ N 8,31(300)
dt  dTdt avdt V dt V2 dt 100

1002

(0,1) (0,2) =

= —0,0415
La presion decrece a una tasa de aproximadamente 0,042 kPa/s.

Ahora consideremos la situacion en donde z = f{x, y) pero x e y son funciones de dos
variables s y t: x=g(s, t), y=h(s, t). Entonces z es indirectamente una funcion de s yde ¢y
queremos calcular 0z/0s y 0z/0t. De acuerdo a lo visto, podemos determinar 0z/0t
manteniendo fija a s y calculando la derivada ordinaria de z con respecto a ¢. Por lo tanto,
aplicar el teorema del comienzo de esta seccidon para obtener

0z azax+ 0z dy
ot oxot 0dyat

Un argumento similar puede plantearse para el calculo de 0z/0s, por 1o que hemos probado
la siguiente version de la Regla de la Cadena:
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TEOREMA (Caso 2): LA REGLA DE LA CADENA

Sea z una funcién diferenciable con ley z=f(x, y), donde x = g(s, t) € y = h(s, t) son
funciones diferenciables en s y ¢. Entonces, z es una funcién derivable en ¢ y

az_azax+azay 62_628x+026y
ot oxot 0dyot ds 0xds 0dyads

Ejemplo 3 Siz = ¢" sen y, donde x = st’ e y = s°t, calcule 6z/0s y dz/6t.

SOLUCION
Aplicando el Cao 2 de la regla de la cadena, obtenemos

dz 0z0dx 0zdy . , .
e _Z27” _ et
ds 0x0s + dy ds (e* seny)t” + (e* cosy)2st

= t2e5¢" sen(s2t) + 2st e5 cos(s2t)

dz O0zdx 0z0
at  oxot @a_i = (e* seny) 2st + (e* cosy)s® =

= 2st e5t"sen(s%t) + 252 et cos(s2t)

El caso 2 de la Regla de la Cadena contiene tres tipos de variables: s y ¢ son variables
independientes, x e y se llaman variables intermedias y z es la variable dependiente.
Observe que el teorema (Caso 2) tiene un término para cada variable intermedia, y cada
uno de estos términos es similar a la regla de la cadena unidimensional (ver “Recuerdos”).
Para recordar la regla de la cadena, es 1util dibujar el
diagrama de arbol de la figura de la izquierda.
Dibujamos ramas desde la variable dependiente z a
las variables intermedias x e y para indicar que z es
una funcion de x e y. Luego, dibujamos ramas desde
x e y a las variables independientes s y 7. En cada
\ \ rama, escribimos la derivada parcial correspondiente.
\ \ Para determinar 0z/0Os calculamos el producto de las
| \ derivadas parciales a lo largo de cada trayectoria que

) @ va de z hasta s y luego sumamos los productos:

Variables Independientes

Variable Dependiente

Variables Intermedias

0z 0zO0x 0z0y
ds 0xds 0yads
1 2

De manera semejante, calculamos 0z/0t usando las trayectorias de z a ¢.

Enseguida consideremos la situacion general en la cual una variable dependiente u es
una funcién de n variables intermedias x;, x»,..., X,, cada una de las cuales, a su vez, es
una funcion de m variables independientes ¢;, t,,..., t,,. Observe que hay n términos, uno
para cada variable intermedia. Podemos proponer entonces una version general para la
Regla de la Cadena.



210

TEOREMA (Version General): LA REGLA DE LA CADENA

Sea u una funcion diferenciable en las n variables x;, x,, ..., x, donde cada x;(conjde 1 an
es una funcion diferenciable de las m variables ¢;, t,,..., t,. Entonces, u# es una funcion ¢;,

0,0, tny
du Oudx; Ou 0x, du dx,

3, am ot am ot T ax, 9t
paracadai=1,2, ..., m.

La demostracion es similar a la del caso 1.

Ejemplo 4 Siu =x"y + 1?2, donde x = rse', y = rs’e’ y z = s sen t, calcule el valor
de Ou/Os cuandor =2, s =1yt = 0.

SOLUCION .
Con la ayuda del diagrama de la derecha, obtenemos / ’ \
du _ Oudx N oudy N dudz _ X R -
ds  dx0ds  0yds ' 8z0s 2 DA A Y
I':v S f f; S f r 8 \f

= (4x3y)(ret) + (x* + 2yz3)(2rse™t) + (3y?z?)(r?sent)

Cuandor=2,s=1yt=0, setienex=2,y=2yz=0, de este modo

Z_Z = (64)(2) + (16)(4) + (0)(0) = 192

12.7.1 Interpretacion geométrica del vector gradiente

La Regla de la Cadena nos permite dar una interpretacion geométrica del vector
gradiente. Ahora nos ocuparemos de tal asunto.

Sea § una superficie de ecuacion z= f (x, y). Si hacemos z =k, obtenemos Cj, curva
de nivel de f; de ecuacion f(x, y)=k. Sea P*(x,, y,) un punto de Cj.

C es una curva plana, luego existira alguna

funcién vectorial continua que la describa: “1
L =k
()= (x(1); y(1)) = OP /
y, en particular, existird ¢, tal que: Pl P e
% 0:." o
r(to)= (0, yo) = 0P~ C ............
Sea P(x(t), y(t)) cualquier punto de Cy; : = 4
luego, debe satisfacer la ecuacion de Cy: el P, y)
/C P*(x,, )
S, y® )=k L -
' (t,)

Vf(x, y,)




211

Si x e y son funciones derivables de ¢ y f es diferenciable en (x, y), entonces podemos
utilizar la regla de la cadena para diferenciar ambos miembros y obtenemos:

T + L0 0

Como Vf= (f f) y #(t)= (x'(¢); y'(t) ; tenemos entonces que:

0y
, %)
%-x (1) + é{ "(t) = —é 5;) Wy’ @)= V-7 (@)

En conclusion, tenemos que el vector gradiente calculado en un punto P de la curva,
verifica:

Vi. ¥ (@) =0

En particular cuando ¢ = 1,, tenemos que (7, )= (X, Vo), asi que:
Vi (X0, Yo) ¥ (to) =0

La ecuacion obtenida dice que:

"El vector gradiente en (x,, v,),  (X,, Vo), €s perpendicular a , vector tangente en

(x5 Vo) ala curva de nivel de f'que pasa por (x,; ¥,)".

O, equivalentemente:

"El vector gradiente en (x, »,), (X0, Vo), es perpendicular a la curva de nivel

f(x, y) =k, que pasa por (x,; ¥,)".

12.7.2 Derivada a lo largo de una curva de nivel

Llamamos derivada “a lo largo de una curva de nivel” a la * derivada direccional
en un punto de la curva de nivel y en la direccion del vector tangente a la curva
en ese punto”.

Dy f (x0; y0) = VI (X0, o). u, = VI (%03 ¥0)-1 (£ 5) = 0.

Finalmente tenemos el interesante resultado que la derivada “a lo largo de una curva de
nivel” es cero.
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Ejemplo 5 Si f(x, y) representa la altura de la tierra sobre el nivel del mar en el punto
(x, v), las curvas de nivel se llaman contornos. El dibujo muestra algunos contornos de
una montafia de 530 m de altura.
El descenso es mas suave hacia
el este. Un andinista que camine
a lo largo de una curva de nivel
no asciende ni desciende. Si
desea ascender en la forma mas
inclinada a partir del punto en
que esta parado debera escalar en
una direccidén que en su mapa sea
perpendicular al contorno en el
cual se encuentra parado.

Ejemplo 6

Si T (x, y) representa la temperatura en el punto (x, )
de una lamina plana, la direccion del cambio mas
rapido de temperatura lada VT (x, y).

\ Isotermas (curvas de nivel)
\

Es decir, el flujo de calor tiene lugar a lo largo de una
familia de curvas perpendiculares a las isotermas.
Estas se denominan lineas de flujo.

P TT(P,
1

Lineas de flujo

Hoy en dia existe una diversidad de programas
computacionales para dibujar vectores gradientes. Cada
vector gradiente Vf (x, y) se grafica de tal manera que
inicie en el punto (x, y). En la figura de la izquierda se
ilustra una grafica de éstas (que se denominan campo del

vector gradiente) hecha en MATLAB para la funcion
f(x, v) = x* — 7 superpuesta sobre un mapa de curvas de
nivel de £ Como era de esperarse, los vectores gradiente
sefialan “pendiente arriba” y son perpendiculares a las
curvas de nivel.

12.8 Valores minimos y maximos

Como se establecié en la unidad 4, una de las principales aplicaciones de las derivadas
ordinarias es hallar los valores maximos y minimos. En esta seccion veremos coOmo usar las
derivadas parciales para localizar los maximos y minimos de funciones de dos variables.
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Maximo absoluto Observe las montafias y los valles en la grafica
de f mostrada en la figura. Hay dos puntos (q,
b) donde f tiene maximo, es decir, donde es
mayor f(a, b) que los valores cercanos de f(x,
v). El mayor de estos valores es al maximo
absoluto. Asimismo, f tiene dos minimos,
donde es mas pequefia f (a, b) que los valores
cercanos. El menor de estos dos valores es el
minimo absoluto.

Méximo relativo

Minimo relativo

"|Minimo absoluto

DEFINICION Una funcién de dos variables tiene un maximo relativo en (a, b) si
f(x, y) < f(a, b) cuando (x, y) estd cerca de (a, b) [esto quiere decir que f(x, y) < f(a, b)
para todos los puntos (x, y) en algun disco con centro (a, b)]. El numero f (a, b) recibe
el nombre de valor maximo relativo. Si f(x, y) > f(a, b) cuando (x, y) estd cerca de
(a, b), entonces f(a, b) es un minimo relativo en (a, b) y f(a, b) es un valor minimo
relativo.

Si las desigualdades de la definicién se cumplen para todos los puntos (x, ) en el
dominio de f, entonces ftiene un méximo absoluto, o un minimo absoluto, en (a, b).

TEOREMA Si f tiene un maximo relativo o un minimo relativo en (a, b) y las
derivadas parciales de primer orden existen alli, entonces f; (a, b) y f, (a, b) = 0.

Demostracion

Sea g(x) = f(x, b). Si ftiene un maximo relativo o un minimo relativo en (a, b), entonces g
tiene un maximo relativo o un minimo relativo en a, entonces g’(a) = 0, como hemos
visto en el teorema que relaciona la derivada primera con el valor extremo de una funcion
de una variable. Pero g’(a)= f; (a, b), de modo que f, (a, b) = 0. De igual manera, a partir
de h(y) = f(a, y) se obtiene f, (a, b) =0

Corolario

e Si hacemos que f; (a, b) y f, (a, b) = 0 en la ecuacion del plano tangente, se obtiene
z = zy. Por lo tanto, la interpretacion geométrica del teorema es que si la grafica de ftiene
un plano tangente en un maximo relativo o en un minimo relativo, entonces el plano
tangente debe ser horizontal.

e Un punto (a, b) se llama punto critico (o punto estacionario) de f si f. (a, b) y
Jy (a, b) =0, o siuna de estas derivadas parciales no existe. El teorema dice que si f tiene
un maximo relativo o un minimo relativo en (a, ), entonces (a, b) es un punto critico de
f. Sin embargo, como en el calculo de una variable, no todos los puntos criticos generan
un maximo o un minimo. En un punto critico, una funcidn podria tener un maximo o un
minimo relativo, o ninguno de los dos.
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Ejemplo 1 Seaf(x, y) =x’ +°— 2x — 6y + 14. Entonces,

felx,y)=2x=2 fy(x,y) =2y - 6.

Estas derivadas parciales son iguales a 0 cuando x = 1 ¢
y =3, de modo que el unico punto critico es (1, 3).

Si completamos los cuadrados de f'(x, y), se encuentra que ‘

-

fx, y) =4 +(-1)° + (-3)°

Puesto que (x—1)° > 0y (y—3)? > 0, tenemos que f (x, y) = 0 0
para todos los valores de x e y. Por lo tanto, f(I, 3) =4 es un /\
minimo relativo, y, en efecto, es el minimo absoluto de f.
Esto se puede confirmar de manera geométrica a partir de la

grafica de f, la cual es el paraboloide eliptico con vértice (1, 3, 4) que se ilustra en la
figura de la derecha.

Ejemplo 2 Calcule los valores extremos de f'(x, y) = y”—x’.

Puesto que f, = 2, y f, = 2y, el Ginico punto critico es (0, 0). Observe que para los puntos en
el eje x, y = 0, de modo que 1 (x, y) = — x” < 0 (si x #0). No obstante, para puntos en el eje
y, x =0, de modo que f (x, y) = y° > 0 (si y=0). Por lo tanto, todo disco con centro en (0, 0)
contiene puntos donde f toma valores positivos, asi como puntos donde f toma valores
negativos. Por lo tanto, (0, 0) = 0 no puede ser un valor extremo de f, de modo que f no
tiene valor extremo.

Este ejemplo ilustra el hecho de que una funcién
puede no tener valor maximo o minimo en un
punto critico. En la figura de la derecha se ilustra
la manera como esto es posible. La grafica de f
es el paraboloide hiperbdlico z = y° — x” que
tiene un plano tangente horizontal (z = 0) en el
origen. Puede verse que f (0, 0) = 0 es un
maximo en la direccion del eje x pero un minimo
es la direccién del eje y. Cerca del origen, la
grafica tiene la forma de una silla de montar y
por eso (0, 0) se llama punto silla (o de
ensilladura) de f.

Tiene que ser posible determinar si la funcion tiene o no un valor extremo en un punto
critico. El siguiente teorema es analogo al teorema de la segunda derivada para funciones
de una variable.

TEOREMA Sean las segundas derivadas parciales de f continuas en un disco de
centro (a, b), fx (a, b) = 0y f, (x, y) =0, es decir, (a, b) es un punto critico de f. Sea

D =D (a, b)=fu(a, b)fy(a b)—[fy(a b)T

entonces:

(@) siD>0Yyfi(a, b) > 0= f(a, b) es un minimo relativo.
(b)siD>0y fix(a, b) <0 = f(a, b) es un maximo relativo.
(c) si D<0= f(a, b) no es un maximo ni un minimo relativo.
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Notas:

e En el caso (c), el punto (a, b) se llama punto silla de f'y la grafica de f cruza el plano
tangente en (a, b).

e Si D=0, el teorema no proporciona informacion: f podria tener un maximo relativo o
un minimo relativo en (a, b), o bien, (a, b) podria ser un punto silla de f.

Ejemplo 3 Determine los extremos relativos y los puntos silla de
S y) =x"+y —dxy + 1

Primero localizamos los puntos criticos. Para eso, calculamos las derivadas parciales:

fi=4x -4y y fv=4y3—4x.
Al igualar a estas derivadas parciales con 0, se obtienen las ecuaciones

¥ -y =0 y ¥ x=0

Para resolver estas ecuaciones, sustituimos y = x” de la primera ecuacién en la segunda, y
se obtiene:

0=x-x=x(’-D=x"-D"+D=x-D*+Dx'+1)

de modo que hay tres raices reales: x =0, 1, —1. Los tres puntos criticos son (0, 0);

(17 1) y (_19 _1)
Luego calculamos las segundas derivadas parciales y D(x, y):

ﬁcx=]2x2, fyy:12y2 y S =4

D (x,3) = fu (%, ¥) frp (6, ¥) — [for (x, »)T = 144 X7)7 — 16

Puesto que D (0, 0) = —16 < 0 se infiere del caso (c) del teorema de la segunda derivada
que el origen es un punto silla; es decir, f no tiene maximo relativo, ni minimo relativo en
(0, 0). Como D (1, 1) =128 >0y fix (1, 1)= 12 > 0, se ve que, segun el caso (a) del
teorema, f (1, 1) = —1 es un minimo relativo. De igual manera, D (-1, -1) = 128 > 0 y f.,
(-1,-1)=12 >0, de modo que f (-1, —1)= 1 es también un minimo relativo.

En el caso de una funcién f de una variable, el teorema de Weierstrass establece que si f'es
continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene un valor minimo absoluto y un
valor maximo absoluto en ese intervalo. En el caso de las funciones de dos variables
ocurre una situacion similar. Al igual que un intervalo cerrado contiene sus extremos, un
conjunto cerrado en R” es uno que contiene todos los puntos frontera (un punto frontera
de D es un punto (a, b) tal que todo disco con centro (@, b) contiene puntos en D y
también puntos que no estan en D). Por ejemplo, el disco

D={(xy)/x*+y <1} Conjunto
cerrado
que consiste en todos los puntos en la circunferencia y
dentro del circulo x* + 3’ = 1, es un conjunto cerrado
porque contiene todos sus puntos limite, que son los =77~

. . . , 4 Y

puntos en la circunferencia x’ + y° = 1. Pero si atn un / \
, . .. . , I

punto en la curva limite se omitiera, el conjunto no seria 3 :’I

cerrado (véase la figura de la izquierda). o

Conjuntos no cerrados
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Un conjunto acotado en R” es uno que esta contenido dentro de algtn disco. En otras
palabras, su extension es finita. Entonces, en términos de conjuntos cerrados y
acotados, puede establecerse la siguiente equivalencia del teorema del valor extremo en
dos dimensiones:

TEOREMA [Del valor extremo para funciones de dos variables] Si f'es continua en
un conjunto D cerrado y acotado en R?, entonces f alcanza un valor maximo absoluto
f(x;, ¥1) y un valor minimo absoluto f{x,, y») en algunos puntos (x;, ;) y (x2, y2) en D.

Para determinar los valores extremos que garantiza este teorema, notemos que si ftiene
un valor extremo en (x;, y;), entonces (x;, ¥;) es un punto critico de f, o bien, un punto
limite o frontera de D. Por lo tanto, obtenemos la siguiente generalizacion para calcular
los extremos absolutos de una funcién continua f en un conjunto cerrado y acotado D
(método del intervalo cerrado):

(a) Calculamos los valores de fen los puntos criticos de fen D.
(b) Determinamos los valores extremos de fen la frontera de D.
(c) El mas grande de los valores de los pasos (a) y (b) es el valor maximo
absoluto; el mas pequefio de estos valores es el valor minimo absoluto.
Ejemplo 4 Determine los extremos absolutos de la funcion

f(x,y)=x"—2xy+2yen el rectangulo D = { (x,y) /0<x<3,0<y <2}

Como f es un polinomio, es continuo en el rectangulo

cerrado y acotado D, de modo que, de acuerdo al ultimo g

teorema presentado, tiene que haber tanto un maximo como

un minimo absoluto. Segin el paso (a) del método del (0.2) Ls 22 32

intervalo cerrado, primero calculamos los puntos criticos.

Estos puntos ocurren cuando L, D L,
f=2x-2y=0 y f,=-2x+2=0 (0,0) L, (3,0) x

de modo que el tinico punto critico es (1, 1), y el valor de fahi es (1, 1) = 1. De acuerdo al
paso (b) del método del intervalo cerrado, calculamos los valores de fen la frontera de
D (que consiste en los cuatro segmentos rectilineos L;, L,, L3 y Ly mostrados en la figura
de la derecha). En L se tieney=0y

f(x,0)=x, 0<x<3.

Esta es una funcion creciente de x, de modo que su valor minimo es ' (x, 0) = 0 y su valor
maximo es f(3, 0) =9.

En L, tiene x =3y £(3, y) =9 — 4y (0 < y < 2). Esta es una funcién decreciente de y, de
modo que su valor maximo es f(3, 0) =9 y su valor minimo es f(3, 2) = 1.

En L; tiene y =2y f(x,2) =x’ — 4x + 4 = (x — 2), con 0 < x <3. Por simple inspeccion,
vemos que el valor maximo de f es f(0, 2) =4 y su valor minimo es f(2, 2) = 0.

Para finalizar, en Ly tiene x =0y f(0, y) =2y (0 <y <2) con valor méximo f(0,2) =4y
valor minimo f(0, 0) = 0. Por lo tanto, en el limite, el valor minimo de fes 0 y el maximo
es 9.

Finalmente, el paso (c) del método del intervalo cerrado pide comparar estos valores
con el valor (1, 1) =1, o sea, el valor de f'en su punto critico. Se concluye entonces que el
maximo absoluto de fen D es (3, 0) =9, y el minimo absoluto es (0, 0) =£(2, 2) = 0.
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12.9 Funciones de tres o mas variables

12.9.1 Definicion

Una funcion de tres variables F es una regla que
asigna a cada terna ordenada (x, y, z) en un dominio
DcR? un tnico namero real F(x, y, z).

Tht

i V5
Por ejemplo, la temperatura T en un punto' P de la d ./y_l
superficie de la Tierra depende de su longitud x, y Pyt
latitud y, asi como del tiempo ¢, de modo que puede
escribir T=F(x, y, t).

Ty

Ejemplo 1 Encuentre el dominiode F si F (x, y,z) =In (z—y) + x y sen z

SOLUCION
La expresion para F (x, y, z) estd definida siempre
que z—y > 0, de modo que el dominio de F es

D={xy2z2) € 933/Z>y}
Este es el semiespacio que consiste en todos los

puntos que se ubican por arriba del plano z = y (véase
la figura de la izquierda).

Es muy dificil imaginar una funciéon F de tres variables mediante su grafica, ya que se
localizaria en un espacio de cuatro dimensiones. No obstante, podemos definir el grafico de F
en forma de conjunto. Sea
F: D - R/Dc®
xyz) > w=F(xy,z2)
entonces
graf- F ={(x,y,z,w) € RY (x, v,z)eD; F(x,y z)=w}

Es posible saber més de F examinando sus superficies de nivel, que son las superficies cuyas
ecuaciones son F' (x, y, z) = k, donde k es una constante. Si el punto (x, y, z) se desplaza por
una superficie de nivel, el valor de F' (x, y, z) es siempre el mismo.

Ejemplo 2 Determine las superficies de nivel de la funcion ) 4y +2=9 (Sy)
2, 2. 2 : -
F(x’ Vs Z):x Ty tz X+y2+z22=4(Sy)

SOLUCION Las superficies de nivel son

Si={(x, 0,2 eRIF(x yz)=k}=
={y2eRIX+y +7=k k>0}

El conjunto S; forma una familia de esferas concéntricas *
con radio vk (véase la figura de la derecha). Por lo tanto,
cuando (x, y, z) varia sobre cualquier esfera con centro en

0, el valor de F(x, y, z) es siempre el mismo.

X+yr+22=1(8)



218

También se pueden considerar funciones de cualquier nimero de variables. Una funcién de n
variables es una regla que asigna un niimero z = f (x;, x2,..., X,) a una cantidad n-ada (x,,
X2, ..., X;) de nimeros reales. Denotamos como R” al conjunto de las n-adas.

Por ejemplo, si una compania utiliza n ingredientes distintos al elaborar un producto
alimenticio, c¢; es el costo por unidad del i-ésimo ingrediente, y si se usan x; unidades del i-
ésimo ingrediente, entonces el costo total C de los ingredientes es una funcién de las n
variables x;, X, ..., Xu:

C=f(x;,x2 ., Xp) =cr Xt cox2F ... T CpXp

La funcion f es una funcién real cuyo dominio D es un subconjunto de R”. Algunas veces
usamos una notacion vectorial para expresar las funciones de una manera mas compacta:

f(x) =exx

donde ¢ = (¢, ¢, ..., ¢y) y ¢ x x denota el producto escalar de los vectores ¢ y x en V.

En vista de la correspondencia uno a uno entre los puntos (x;, x2,..., x,) en R" y sus vectores
de posicion x = (x;, X2,..., X,) en V", hay tres formas de ver una funcion f definida en un

subconjunto de R":

1. Como una funcion de » variables reales x;, x, ..., X,.
2. Como una funcion de una sola variable puntual (x;, x;, ..., xp).
3. Como una funcién de una variable vectorial unica x = (x;, X, ..., X,).

Los tres puntos de vista son utiles.

12.9.2 Derivada direccional

La definicion de derivada direccional dada anteriormente es posible generalizarla para
funciones de tres o mas variables. Por ejemplo, si F es una funcion de tres variables x, y y z
definida en D > Rentonces su derivada direccional en Po(xo, vo, zg) € D en la direccion del
vector U se define como:

Fy +A-u;0 +A4-u520+ 4w )= F(x;352))
A

donde @ es el vector direccion, fiy= (uy, u, u.) su versor asociado, con Py € r, tal que
r={xyz)/x=xotAusy=yot+tAu,;z=zp+hu}.

Dy F (x,, Yo, Zo) = {11_’;’3

Es posible entonces también definir las siguientes derivadas parciales en Py(xy, yy, z9) € D:

- oF
W=k~ F = DiF () = 5 (R)

Finalmente, podemos definir el vector gradiente asociado a Fen Py (xy, vy, zp) € D D R’
como:

VF(P()) = (g_i (PO)'Z_i (PO)'Z_}Z: (PO))
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Para el calculo de la derivada direccional de F en Py (xy, vy, zp) € D D 9%3, también es valido
el desarrollo hecho para el caso de los campos escalares de dos variables, o sea,

D, F (Po) = VF(P,) T

De la misma manera, se define la derivada direccional maxima como |VF(P,) 1| y la
derivada direccional minima como —|VF (P,) 1,|.

Es posible dar una interpretacion fisica inmediata de la derivadas direccional de campos
escalares de tres o mas variables, pero su interpretacion geométrica es mas limitada. Por
ejemplo, si w=f(x, y, z), entonces F, se puede interpretar como la razon de cambio de w con
respecto a x cuando y y z se mantienen constantes. Pero no podemos hacer una interpretacion
geométrica convencional porque la grafica de F se encuentra en un espacio de cuatro
dimensiones.

Finalmente, generalizamos la notacion de las derivadas parciales para campos escalares de n
variables. Si u es una funcion de n variables, u = f (x;, x2, ..., X,), su derivada parcial con
respecto a la i-ésima variable x; es

u 6F_

axi axi *i : :

12.9.3 Diferenciabilidad y aproximacion lineal

Asi como para los campos escalares de dos variables, es posible definir los diferenciales, la
diferenciabilidad y la aproximacion lineal para funciones de tres o mas variables.
Una funcion de tres variables diferenciable se define con una expresion similar a la que hemos
dado oportunistamente para funciones reales de dos variables. Para tales funciones la
aproximacion lineal es

Fx,yz)~F(a, b c)y+F.(a bc)(x—a)+tF,(a b c)(y—b)+F.(a b c)(z—c)

y la linealizacion L(x, y, z) es el segundo miembro de esta expresion.

Siw = F(x, y, z), entonces el incremento de w es
Aw=F(x+Ax,y +Ay, z +Az) - F (x, y, 2)

El diferencial de w, dw, se define en funcién de los diferenciales de dx, dy y dz de las
variables independientes

dw =2 ax+ 2y + 24
Ve T 9y P T

Ejemplo 3 Las dimensiones de una caja rectangular son 75, 60 y 40 cm, y cada medida no
difiere 0,2 cm del valor real. Mediante diferenciales estime el error mas grande posible
cuando el volumen de la caja se calcula a partir de esas medidas.
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SOLUCION
Si las dimensiones de la caja son x, y y z, entonces su volumen es = x y z por lo que
dV—an + an +an =yzdx+xzdy+xyd
=7 0x c')yy 5, 92 =vyzdx+xzdy+xydz

Se sabe que | Ax|< 0,2; |Ay|§ 02y |Az]< 0,2. Por lo tanto, para determinar el error mas
grande que cometemos al calcular el volumen, usamos dx = 0,2; dy = 0,2 y dz = 0,2 junto con
x=75,y=60yz=40:

dV =60.40.0,2 + 75.40.0,2 + 75.60.0.2 = 1980

Por consiguiente, un error de solo 0,2 cm al medir cada una de las dimensiones podria llevar a
un error de jtanto como 1980 cm’ en el volumen calculado! Esto pareceria un gran error, pero
solo es alrededor de 1% del volumen de la caja.

12.9.4 Planos tangentes a superficies de nivel

Suponga que Sj es una superficie cuya ecuacion es F(x, y, z) = k, es decir, es una superficie de
nivel de una funciéon F de tres variables, y sea Py (xy, )y, zp) un punto en S;. Sea C una curva
que queda en la superficie Si y pasa por el punto Py. De acuerdo a lo visto en secciones
anteriores, la curva C se describe mediante una funcién vectorial continua 7, con ley
7(t) = (x(), y(), z(t). Sea ty el valor del parametro que corresponde a Py; es decir,
7(ty ) = (x(ty), y(ty), z(ty)). Puesto que C esta contenida en Sy, cualquier punto (x(2), y(2), z(t))
debe cumplir con la ecuacion de Sy, es decir,

Fx@), y(v), 2() = k

Six, vy z son funciones diferenciables de ¢, y F es también diferenciable, entonces podemos
aplicar la regla de la cadena para derivar ambos miembros de la ecuacion anterior para
obtener:

(')Fdx+ 6de+6Fdz_
dxdt dydt dzdt

Pero como VF= (F\, Fy, F,) y 7'(t) = (x'(¢), y'(¢), z'(1)), la ecuacién de arriba puede escribirse
como el producto escalar:
VE .7 (t)=0
En particular, cuando ¢ = ¢ tenemos:
VF()C(), Vo, Z9)- f’(to) =0
Este tltimo resultado establece que el vector gradiente en Py, VF(Py), es perpendicular al
vector tangente 7' (t,) de cualquier curva C que pasa por Py y estd contenida en S;. O sea,

decimos que “VF(Py) es perpendicular a la superficie de nivel S; en el punto Py’
(VF(P()) 1 Sk en Po)
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e Interpretacién geométrica del VF(Py): VF(Py) L S; en Py.

Si VF(Pg) # 0, de acuerdo a lo z VF (x4 y9p 29

discutido en otras secciones (ver
o Plano tangente m,

ecuacion general del plano), es facil
definir el plano tangente m; a la
superficie de nivel F(x, y, z) = k en
Po (xo, yo, zp), a partir del vector
normal a m (VF(Py)) y el punto de
paso Py (ver la grafica de la derecha):

) Fix (X0, Yo, o) (x —x0) + F (X0, Yo, Z0) (v —yo) + F: (x0, Yo, 20) (z—29)= 0

La recta normal a Sy en Py es la recta que pasa por Py y es perpendicular al plano tangente. La
direccion de la recta normal esta definida por lo tanto por el vector gradiente VF(Py), y, de
este modo, sus ecuaciones simétricas son

(x - xo): ¥ - ¥o) :(Z‘ Zy)
Fx (Po) Fy (Py)  Fz (Py)

En el caso especial donde la ecuacion de una superficie S, es de la forma z = f(x, y); (es decir,
S es la grafica de una funcion f'de dos variables), puede volverse a escribir la ecuacion como

Fx,y,2)=f(xy)-2=0

y considerar S como una superficie de nivel de F con k= 0. Entonces

F (X0, yo, 20) = fx (X0, yo)
Fy (xo, yo, z0) = fy (X0, yo)
Fz (X(), Yo, Z()) =-1

de modo que la ecuacion del plano tangente ¢ se vuelve

fx (o, yo) (x —x0) + f (X0, yo) (v = Vo) — (z—20)= 0

que equivale a la ecuacion del plano tangente para campos escalares de dos variables. Por lo
tanto, la nueva definicion mas general de un plano tangente es congruente con la definicion
que se dio para el caso de funciones de dos variables.
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Ejemplo 4 Determine las ecuaciones del plano tangente y la recta normal en el punto
P (-2, 1, 3) al elipsoide

x? z2
_ 24 __ =3
IR
SOLUCION
El elipsoide es la superficie de nivel con k=3 de la funcién F, con ley
x? z2
F » ) = 2 S
y.z)=—,+y"+5

Por lo tanto,
F.(x,y,2)=x2 = F,(-2,1,3)=-1

Fo(x,yz)=2y = F,(-2,1,3)=2

F.(x,y,2)=229=> F.(-2,1,3)=2/3

Entonces obtenemos la siguiente ecuacion del plano tangente en P (-2, 1, 3)
—(x+2)+2@(-1)+2/3(z-3)= —x+2y+2/3z-6=0
Finalmente, las ecuaciones simétricas de la recta normal son:

x+2) -1 (z-3)
-1 2 = 2/3
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12.10 Actividades

I - Funciones de varias variables. Curvas vy superficies de nivel

1) Unir segun corresponda:

e” funcionescalar
\JzP+1 campoescalar
(tsent ,cos(t+1)) funcion vetorial
xX+y,x-y) campovectorial

2) Determinar y graficar el dominio de definicion de cada una de las siguientes funciones.
Calcular la imagen, si existe, de los puntos indicados en cada caso.

a) f{x,y) = cos(x+y) 0,0) ; (0,7

b) flu,v) = " 0,0) ; (1,5)

o) fxy) = 1/(+y) (1) (0,1)

d) fla,b) = 1/(1-a°-b°) (IN2,1A2)

e) fxy) = In [(x+y)/(x-y)] (3.2); (el)
Dfst) = 352 +2% —6 0.1) ; (10,0)

g f(xy) = Vin(x+y) (1,1) ; (0,1)

h) fluv,t) = In (u+v+t-1) (-5,0,0) ; (1,1,1)

3) Para cada uno de los siguientes pares de leyes, analizar si es posible componerlas. En caso
de serlo, hallar de la funcion compuesta, su dominio y grafiacarlo.

a) f{t) = Int) ; g(x.y) = x"+y.

b) F(x)=1/x ; Gu,v)=u’+v'-v.

c) Ft) = senti+ costj_; G(x,}) =x%)" + xy.

d) R(u,v) =_ln(u2+v2)i + " j_ ; g(x}) = x/y.
4) En cada uno de los siguientes casos:

1) Determinar el dominio

i1) Dar los conjuntos que definen las curvas o superficies de nivel que se piden.
iii) Graficarlas.

a)z=Xxy paraz=1 'y z=3

b)z =In(4 + y/x) que pasa por el punto (1,1)

c)z=e" paraz=e~ 'y z=I

d)yw =x+y+z que pasa por el punto (-1, 0, 1); que pasa por el punto (0, 0, 0)
e)z = 8-x"-2y para z=0, z=-2 y z=2

f)z+xsenz-y=10 para z=0 y z=mn/2

2 p2 12
g Q= VAR para Q=0 yO=1/2
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5) Esbozar la grafica de las siguientes funciones estudiando sus curvas de nivel.
a)z =2-x"-y"°
b)z=x"+
z=1/+)")

10) El potencial eléctrico en un punto (x, y) del plano es V volts siendo

4
I ey

Graficar las curvas equipotenciales para V' =16, 8, 4, 1/2.

7) La temperatura T en un punto (x, ) de una placa de metal es T(x, y) = 4x°+2)°. Graficar
las isotermas para 7= 12, 8,4, 1, 0.

8) Representar las curvas correspondientes a T=cte. y P=cte. para la ecuacion de un gas ideal
V (P, T)=2T/P.

1I- Derivadas parciales

1)
1) Hallar las derivadas parciales primeras de las siguientes funciones. Analizar previamente el
dominio de definicion de cada funcion.

a) f(x, y) =x* + 3’ sen(xy) b) g, y) = x> +y?
c) hix,y) = xy2 d) t(a, b, ¢) = sen(a) "
e) k(s, t, v) = (Ins Int)/Inv fimx, y) = tg(xz/y)

g p(a, b) = arctg[(a-b)/(1-ab)]

i1) Usando las derivadas obtenidas en 1), calcular:

of of
a)a(lsl) y 5(0,0)
b) gﬁ (-LLe) y al; (e,e,e)

p p
- 0’0 . 1,1
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2) Calcular las derivadas parciales segundas de las siguientes funciones:

a) fix, y) =x* +y* - ax?y?
b) flx, y) = In(x’ +y’)
c)fix, y z)= (x2 +y2 + 22)1/2

3) Verificar que las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones diferenciales planteadas.

a) f(x, y) = In(x’ +1°) + arctg(x/y)

b) u(t, x) = €' senx

c) u(t,x) = 5 sent cosx

2
4) Sea H(x, y) = (cos xy, € *2¥), calcular los vectores: Fn y

I11- Plano tangente. Recta normal

1) Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a las siguientes superficies en

los puntos dados.

a)z=x"+) P(3,4,z9) y O(x,0,0)
b) z = In(x/y) P(l,ez)
c)z=xy-x/y P(3,y,0)

d)z=2x-y-12 P(l,1z)

2) Determinar la ecuacion del plano tangente al paraboloide z = 5x” + 3y° - 2xy en el punto

(1, 4, 45).

IV- DIFERENCIAL TOTAL.

2 2
0 0
g + 5 =0  (ecuacion de Laplace)
Ox oy

2

ou _ Ou (ecuacién del calor)
ot ol

2 2
ou _ ou (ecuacién de ondas)
o on?

oH oH

oy

1) Hallar los diferenciales totales de las siguientes funciones:

2
a)f(x,y)=ye" +iny
b) g (t, w) = arctg(w/t) - arctg(t/w)
hyz) =2 +x2-yxz

d) I (T, P) = TsenP + P cosT
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2) Se sabe que el volumen de un cono de altura /# y radio » se puede calcular como

V= ;ﬂrzh. Si se comete un error del 0,3% al medir ~ y del 0,5% al medir », encontrar

(usando diferenciales) el error porcentual que se comete al calcular V.

3)Sea V (T, P) =084 T/P.
a) Expresar P en funcion de 7 a V constante y graficar para tres valores de V
(V1 <V2<V3).
b) Calcular dV.
¢) Usando b), dar el valor aproximado del cambio de volumen cuando la temperatura
aumenta de 129°K a 130°K y la presion disminuye de 1,2 atm a 1,12 atm.

V — Regla de la cadena

1) Dada la funcién Z_Zf(x,y) y v(t) = (x(2),y(t)) , llamamos F'(t) = f(v(t)). Expresar F'(1).

2) Aplicar el ejercicio anterior a los siguientes casos:

a)z(x, y) = xy v(t)=(1+£, 1)

b) z(a, b, ¢) = 070 ut)=(Int, t+1,¢/%)
c)z(u, v) =senu cosv w(t)=(s,s’)

d)z(x, y) = e_(x2+y2) a(t) = (cost, sent )

3) Dadas f(x,y) v F(u, v) = (x(u, v),; y(u, v) ) llamamos g(u, v) = (f o F) (u, v) . Expresar
2

ou > oy

4) Calcular 4 , 4 y % siendo g la composicion de:
ou  ov ow

a) f(x, y) = sen (xy) vu, v) =(u/v, uv)
b)fla,b,c)=a-b +c tu,v)=(u’v, u-v, uv)

fte v z)=x"+)y +¢ h(u, v, w) = (uvw, uv, vw )
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VI — Derivada direccional. Vector gradiente

1) Hallar el vector gradiente de cada una de las siguientes funciones en los puntos indicados.

a) flx, y) = 35" - 6y° (1,2) ; (0,0)
2. .22
b) g(x, y, z) = X HYT+ZT) (1,1,1)

c) H(t, w) = sent.cosw (2, w/2), (7, 27)
2
dftabe= % (222
“ o a? + b2 + 2
e) P(x,y) =In(x + 1) (1,-2)
2)

a) Hallar el o los puntos en los cuales el médulo del gradiente de z = (o + y2 )3/ 2

2.
b) Hallar el o los puntos en los cuales el gradiente de z = arctg(y/x) es igual al vector -j.

es igual a

3) Dada una funcién f(x, y), expresar las siguientes derivadas direccionales en un punto
(x0, 0), usando en cada caso: 1) el versor; ii) el angulo.

a) en la direccion del semieje negativo de las abscisas.

b) en la direccion de la bisectriz del primer cuadrante.

¢) en la direccion del semieje positivo de las ordenadas.

4) Calcular las derivadas direccionales de cada una de las siguientes funciones en los puntos y
direcciones indicados.
a) fix, v,z) =x° + 1 +2° (1,1,1) ; v=(11-3)
b) T(u, v) = sen(uv) (1, ©2) ; 6=30°
c)gls, t) =5/ (5—1) (-1,2) ; O=45°
d) h(u, v, w) = (senu + cos;)w 0,0,1) ; v=(-1,1,0)
5)
a) Hallar la derivada direccional de la funcion f(x, y) en el punto (-1,2) segin la direccion
de la recta que une dicho punto con el punto (2,2), siendo f{x, y) = 3x> + 5xy — y* - 1

b) Hallar la derivada direccional de la funcion f{x, y, z) = In(x’ + yz + Z%) en el punto
x=5-3t

(1,0, 0), en la direccion de larecta <y =3+2¢ te R
z=-1+t
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3

6) Demostrar que la derivada direccional de f{x, y) = x° + 3x° + 4xy + 7 en el punto

(2/3, -4/3), en cualquier direccion es igual a cero.

7) Calcular la derivada direccional maxima de cada una de las siguientes funciones en los
puntos indicados y determinar en qué direccion se produce.

a)ftx,y) = 2%y -xly - (0.1)
b) T(u, v) = u cosv (7, 7)
c)gla b c)=a +b-2c (13-1)
d) f(x,y,z) = nyZZ (2,1,-1)
Recordar las siguientes definiciones:
Sea una funcién f(x, y, z) y una direccion dada por el vector v, se llama:
Coeficiente de variacion: D, f (x, y, z)
Razon de cambio: D, f (x, y, z)
Rapidez de cambio: | D, f(x, y, z) |
8) La temperatura en cualquier punto del plano estd determinada por 7(x, y) = x sen(xy).
a) Encontrar la rapidez de cambio de T en el punto (1,m), en la direccion del vector (1,2).
b) Encontrar la velocidad de cambio maxima de 7 en el punto (1,m). Indicar en qué
direccion y sentido se produce.
9) La densidad & en cualquier punto (x, y) de una placa rectangular en el plano xy es:

1

\x2+y2+3

o(x,y) =

a) Encontrar la rapidez de cambio de densidad en el punto (3, 2) en la direccion del vector
v=(cos2 /3, sen2w/3).

b) Encontrar la direccion, sentido y la magnitud de la maxima rapidez de cambio de & en
(3,2).

10) El potencial eléctrico V, en volts, en cualquier punto (x, y) en el plano xy es:

Vix,y)= e X cos@y)
a) Encontrar la rapidez de cambio de potencial en el punto (0, w/4) en la direccion del
vector v = (cos /6, sen/6)
b) Encontrar la direccion y la magnitud de la méxima rapidez de cambio de V en (0, /4).
¢) Encontrar la direccion y la magnitud de la minima rapidez de cambio de V en (0, n/4).
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12.11 Miscelanea de problemas (I)

1) Si r@) =@, yt),sepide:  a) leyde: r(t)=|r@®| -
b) demostrar que: » (1) = _r(t) X r’(t)
()

2) Si se sabe que la intensidad de F, fuerza de atraccion de la carga Q (ubicada en el

origen) sobre la carga q viene dada por F :quQ (con F=|F|;r=|r|; r=
r

(x; y; z) vector posicion de q); que su direccion es la de r y el sentido es opuesto al de

r ,indicar V 0 F justificando:

a) F=Fr by F =-F.r ¢) F=-F.r ) F--k42,

r3

3) Dada f(x,y)= x%/ y, calcular %(2; 1) usando la definicion de derivada parcial.

4) Dado un campo escalar z = f{x,;y), una funcion vectorial 7, con ley 7(¢), y “h” funcion

compuesta de estas dos se pide:

a) indicar que composicion es h si se sabe que h’(t) = VI(r(t)) X r'(t)

b) sabiendo que: Vixyy) = (2x+y ; -2X) ; F(@8) =21 ;1 8)=(7; 6)
calcular (for)”(8).

1 .
5) Dada f(x;,y) = e S¢ pide:

a) Indicar dominio y codominio de “f”.

b) Hallar la ecuacién de C, curva de nivel que pasa por P(8,0). Graficarla.
¢) Dar la curva C en “forma paramétrica” y como “funcion vectorial” (7(2)).
Si h tiene la ley h(t) = for (¢): (es h una funcion constante?, ;Porqué?

d) Calcular V1 (8,0). Graficarlo sobre C y con origen en P.
e) Hallar v vector tangente a C en P y dar la recta tangente a C en P.
f) (Qué relacion guardan entre si V1(8,0) y v? Justificar la respuesta.

6) Dada f(x;y)= In (%), se pide:

a) hallar y graficar el dominio de “f”.

b) hallar ( si existen) las ecuaciones de las curvas de nivel que pasan por P(2;2); Q(-1;1);
R(1; %) ; S(1; k) con k> 1. Graficarlas.

c) Dar C, curva de nivel que pasa por P, en “forma paramétrica” y como “funcion
vectorial” (7(¢)). St h(t) = fyr (t) : (es h una funcidén constante?, ;Porqué? Dar la recta
tangente a Cen P.

d) Calcular la razén de cambio maxima de f en el punto P(2 ;2). Dar direccién y sentido
en que se produce. Graficar en el punto P y sobre la correspondiente curva de nivel.
(,Qué pasa? ;Porqué?
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7) Sabiendo que la superficie S es el grafico de una cierta funcion f yque P € S, se
pide:

a) indicar donde estan contenidos dominio e imagen de f; dar las coordenadas de P.
Graficar S y P.

b) dar la ecuacion del plano tangente a S, en el punto P e S.

c) Si V= f(p, T)dael volumen de 1 mol de un gas ideal en funcidén de presion (p)y
of (10- - o1 (10, _ Vo= f(10; 300).
3p (10; 300) = —60 o7 (r0; 300) = 20 ¥ f(10;300)

temperatura (T),

1) escribir la ecuacion del plano tangente S, superficie determinada por f en el
punto P (10; 300; Vy).
10 K respectivamente, el plano tangente ;te permite estimar si el volumen aumenta o
disminuye? Si tu respuesta es si, explica porqué e indica qué pasa con el volumen
en este caso.

8) Las dimensiones de una caja con tapa, con forma de prisma
recto y base rectangular, estan creciendo a los ritmos siguientes: la
longitud 3 cm/min, el ancho 2 ¢m/ min y la altura %2 cm/min. Halla
la razén de cambio del volumen cuando la longitud, el anchoyla | ¢ |
altura son, respectivamente, 10, 5y 4 cm. b

2_ 3xy+xyz

9) Suponga que en cierta region del espacio la expresion: V(x,y,z)=35x
proporciona el potencial eléctrico V.

a) Determine la razéon de cambio del potencial en P(3; 4;5) en direccién del vector
v=(1; 1;-1)

b) (En qué direccion cambia con mayor rapidez V en P? ;Cudl es la razén maxima de
cambio?

10) Para estudiar el poder antiparasitario de un farmaco se ha llenado con medio so6lido
una placa de petri (cilindro de 10 cm de didmetro y 1 cm de altura). Luego, se coloco en
el centro sobre el soporte solido una gota de farmaco, permitiendo que éste difundiera
sobre toda la superficie.

Una vez estabilizada la distribucién y considerando un sistema de referencia cartesiano
ortogonal con centro de coordenadas en el centro de la placa, se encuentra que en cada
punto de la superficie la concentracion del farmaco (medida en mg/l) viene dada por la

4

1+x2+y2

de un punto sobre el soporte so6lido.

a) Define y grafica el Dominio de C.

b) Halla y grafica, si es posible, las curvas sobre la superficie s6lida donde Ia
concentracion del farmaco es 0,4 mg/ 1; 4/3 mg/ 1; 4 mg/1; 8 mg/ 1. Si no es posible
explica por qué.

¢) Si el parasito sobre el cual se quiere estudiar el efecto del farmaco tolera hasta una
concentracion de 0,4 mg/ 1, indica en el grafico del item a la zona donde éste podria
crecer.

siguiente ley: C(x;y)= donde x e y (medidas en ¢m) son las coordenadas
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d) Halla la rapidez maxima a la que cambia la concentracién del farmaco a partir del
punto A(1; 1) .Indica en qué direccion y sentido se produce.
e) Si sobre la superficie del sélido se colocara un parasito en el punto A(Z; 1) con
capacidad para desplazarse:
i) Indica hacia donde comenzaria a desplazarse en busca de supervivencia. Justifica
analiticamente la respuesta.

ii) y si el mismo comenzara a moverse segun r(t)=(1+t;(1+t)2)con te[o; 1]
medido en segundos, indica la concentracién en cada instante en cada punto de su
trayectoria. Decide si la siguiente proposicion es verdadera o falsa justificando la
respuesta: al comenzar a moverse sus Organos sensoriales percibirian que la
concentracion disminuye aprox. a razon de 2,6 mg/l.seg.

f) Explica un criterio que ayude a definir cudl de las siguientes corresponderia a la grafica
de C.

11) Para estudiar la temperatura sobre el piso de una habitacion cuadrada de 8 m de lado
se considera un sistema de referencia cartesiano ortogonal con centro de coordenadas en el
centro de la misma y los ejes paralelos a los lados del piso de la habitacion.

2

Se obtiene que la ley Tx;y)= 40—x7— y2 modeliza adecuadamente la temperatura 7 (en

°C) en cada punto (x; y) del piso de la habitacion (x e y medidos en m).

a) Define y grafica el Dominio de 7.

b) Halla, si es posible, y grafica las isotermas para las siguientes temperaturas: 40 °C; 39
°C; 36°C, 24 °C. Si no es posible explica por qué.

¢) Marca en el grafico la region donde la temperatura no supera los 36 °C.

d) Con lo realizado en los items anteriores, efectia un bosquejo del grafico de 7,
indicando en su representacion los elementos (puntos, curvas, trazas, etc.) que
consideres indispensables para desarrollar la tarea pedida.

e) Halla v, vector tangente a la isoterma que pasa por B(0; 2). Graficalo anclado en B.

f) Verifica que v LVT(0,2); enuncia la propiedad que justifica esta afirmacion.
g) Explica por qué las siguientes afirmaciones son verdaderas:
i) “si w es el vector tangente a una isoterma, en un punto P, entonces la variacion de
T por unidad de desplazamiento a partir de Py en la direccion de w es CERO”.
ii) “la variacion de temperatura por unidad de desplazamiento a partir de B y en

direccion de u = %VT(B) es maxima e igual a 4 (°C /cm)”.
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12) Para optimizar las condiciones de produccion de yogur se estudidé previamente, en un
fermentador bajo distintas condiciones controladas, el crecimiento de una cepa bacteriana
del género Lactobacillus. El nimero final de bacterias por mililitro de medio de cultivo
vario segun las condiciones en que fue realizado el crecimiento.

. 2
Luego de realizar muchas pruebas se concluyd que n(z; p )=108.10_[(’_3 7)"+(p=7) ]

permite modelizar con un error aceptable la cantidad final de bacterias (n) segiin haya sido
la temperatura (¢, en °C) y el ph del medio de cultivo (p). Considerando la situacion
planteada:

a) Define y grafica el Dominio natural de n si se busca que como minimo el niamero de
bacterias por mililitro al final del experimento sea 10*.

b) Indica analitica y graficamente, si existen, las condiciones necesarias bajo las cuales se
alcanzaria una cantidad final por mililitro de medio de 10'; 10%; 10° ; 10* y 10 bacterias.
¢) Con lo realizado en los items anteriores, la informacion dada y explicitando todo
procedimiento que consideres necesario, decide cual de las siguientes superficies podria
corresponderse con el grafico de n, y cuales no, indicando los elementos (puntos, curvas,
trazas, etc.) indispensables para desarrollar la tarea pedida.

,"r ,
i ‘! 'ﬂll,ll."h

U \x
.\‘.\

‘ m“,

I

N}

0

Al

d) Le fico seleccionado, indica la maxima cantidad posible de bacterias por
mililit, . al final del experimento y usando la ley determina las condiciones en
que esta se alcanza.

e) Fundamenta por qué la siguiente proposicion es verdadera: “n es acotada™

13) Para una dada reaccién quimica, se sabe que cuando x moles de moléculas de un
compuesto A se mezclan con y moles de moléculas de un compuesto B, se desprende
cierta cantidad de calor.
A fin de caracterizar mejor la reaccion, se lleva a cabo la misma en un recipiente
adiabético (que no permite intercambio de calor con el medio exterior). Bajo estas
condiciones se determina que la cantidad de calor @ desprendida viene dada por
O(x;y)=—>Y _ Considerando la situacién planteada:

x+y+1
a) Define y grafica el Dominio natural de Q si el recipiente puede contener a lo sumo 10
moles de moléculas totales de reactivos.
b) ;/Cual es la cantidad de calor desprendida cuando 3 moles de 4 reaccionan con 2 moles
de B? Indica analitica y graficamente todas las otras posibles combinaciones de cantidades
de A y B desprenderia la misma cantidad de calor.
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¢) i) (Cudl es el significado de Ah(y)=0Q(3,y) ? Grafica esta funcion y describe su

comportamiento.
ii) ;Cual es el significado de g(y)=0(x,2) ? Grafica esta funcidon y describe su

comportamiento.
d) Indica analitica y graficamente, si existen, las condiciones bajo las cuales se liberaria
una cantidad de calor de 3 unidades.
e) Con lo realizado en los items
anteriores, la informaciéon dada y
explicitando todo procedimiento que
consideres necesario, decide cual de
las siguientes superficies podria
corresponderse con el grafico de Q,
indicando los elementos (puntos,
curvas, trazas, etc.) indispensables
para desarrollar la tarea pedida.
f) Fundamenta por qué la siguiente
proposicion es verdadera: “Q es
acotada”.
g) Si se sabe que la cantidad de uno de los compuestos es constante en determinado
momento:
i) (Podés hallar el incremento de calor por mol de B afiadido si la cantidad de A4 es
constante?
ii) ;Podés hallar el incremento de calor por mol de 4 afadido si la cantidad de B es
constante?
Justifica s6lo con algun resultado teorico.
h) Encuentra un valor aproximado del calor desprendido cuando mezclamos 3,001 moles
de 4y 1,999 moles de B. Justifica e interpreta graficamente el resultado.

14) La reaccion de descomposicion del agua oxigenada (H,0O,) en agua (H,O) y oxigeno
molecular (O;) [2. H,0,2 2. H,O + O], se ve afectada entre otros factores, por la
temperatura de reaccion y la presencia de catalizadores (tener en cuenta que los
catalizadores son sustancias quimicas que aceleran la velocidad de las reacciones quimicas
pero no sufren modificacion quimica). De estudios empiricos se concluyd que
manteniendo constante la cantidad de agua oxigenada, un aumento en la temperatura (T,
en °C) afecta desfavorablemente la produccién de oxigeno molecular mientras que un
aumento en la concentracion de catalizador (C, en micromolar) impacta de manera
favorable en el mismo proceso.

a) Considerando lo anteriormente presentado, justificando tu eleccion, decide cual de las
siguientes expresiones podria describir la generacion de oxigeno molecular (N, nimero de
moles de O;) segun la temperatura y concentracion de catalizador presentes durante el
desarrollo de la reaccion.

N(T;C)= 5% N(T;C)=Za% N(T;C)=-1aT.C

b) Con tu eleccion del item a, partiendo de 25 °C y una concentracion de catalizador de 50
micromolar, calcula la maxima rapidez de generaciéon de oxigeno molecular e indica
como deberian variar estas condiciones de modo de lograrla.
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15) Segln la siguiente reaccion quimica: a.A + b.B — ¢.C, cuando @ moles del compuesto
A se combinan con b moles del compuesto B, se generan ¢ moles del compuesto C. De
analisis empiricos se concluye que ¢(a,b )=ln(a.b+ 1). Teniendo en cuenta esta

informacion:

a) Determina el conjunto donde tiene sentido aplicar la ley. Grafica dicho conjunto.

b) Si en un reactor bajo condiciones controladas se mantiene la cantidad de A en 1 mol,
realiza un grafico que permita estudiar bajo estas condiciones la produccion de C segin
varie los moles de B.

¢) Calcula la velocidad de produccion de C bajo las condiciones presentadas en el item
anterior si se inicia la reaccidon con 2 moles de B. Interpreta tu respuesta en términos del
problema.

12.12 Miscelanea de problemas (IT)

1) Unir segun corresponda:

a) f(x;y)=4-(x*+y?) i) Campo Escalar

b) g(z)=z-4 ii) Funcion Escalar
c) r(t)=(2cos t; sent) iii) Campo Vectorial
d) (u,v)=u+v; u-v) iv) Funcion Vectorial

e) h(x;y;z)=9x?+4y?+z?

P (xyz)=(xy; xz; 2yz)
g) s(t)=(2cos t,; 3sent; 2)

2) Para las funciones del item (1), analizar cuales de las composiciones que se indican son
posibles; es decir qué tipo de funcidén son (i, ii, iii 6 iv), cudl es su dominio y cual su
codominio.

a) gof f) hos
b) rog 8) fo
¢) gor h) or
d) os i) sog
e) so

3) Para las funciones del item (1) indicar verdadero ¢ falso, justificar.

a) graf (gof) = “Paraboloide Invertido”.

b) rog(z) es la ecuacion vectorial de una curva plana.

¢) os (t) es la ecuacion vectorial de una curva en el espacio

d) Si T es la curva cuya ecuacidon vectorial es s(z) entonces I' esta contenida en una
superficie de nivel correspondiente a la funcion h.

Nota: Superficies (distintas formas de dar S)
I f: R®—>R / z=f(x;y) = graf(f)=S
Po(X0;¥0)EDs; Qo(X0:Y0320)ES = zo=1(X0;y0)=1(Po)
IIy) z-z¢ = £(Po)(X-X0) + fy(Po)(y-Yo)
II) F:R->R/w=f(x;y;z); Po(Xo0;y0;20)EDs
Sk={P(x;y;z) / f(P)} —Superficie de Nivel de F
VE(Po)L Iyp,) — IIe) Fx(Po)(x-Xo) + Fy(Po)(y-yo) + F2(Po)(y-yo) =0
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4) Sean S: x*ty*tz=1 y C: r(t)=(sen t; sen t; cos 2t), ademas AEC/0A= r(0) y

BEC/OB = (f f)

a) Mostrar que A€S, BES y que C estda contenida en S.

b) Hallar I, plano tangente a C en A, mostrar que TCII.

¢) Hallar T, recta tangente a C en A, mostrar que TcII.

d) Graficar S, C, [Ty T en un mismo sistema (1 octante).

Ayuda: cos(2t)=1-sen?(t) y C=SNII

e) Repetir (b), (¢) y (d) para el punto B. Sugerencia: Trabajar con \2

Derivadas Parciales — Regla de la Cadena — Derivadas Direccionales

1) Dada T(x,y)=x?+cxy?

a) Calcular, por definicion Z—z en P(2;1).

b) Verificar el resultado de (a) por calculo directo.
¢) Repetir (a) y (b) pero paraz—;

d) Hallar ¢/ VT(P) || 7.

2
2) Dada T(x;y)=x*+cxy?, hallar el valor de c tal que 7 a—T +—=0

3) Dada la ecuacion de van der Waals (P+%) (V—b) =RT (a, b, R ctes.),

calcular: o op
av Y ar

2 2 2
4) Comprobar quef (x;y) = e+~ sen( ) satisface la ecuacion del calor: % = %.

5) Dadaw = arctg ( ) hallar:

a) La derivada direccional de w en el punto A(1;1;1) y en la direccion del vector AB
donde B(2;3;3)
b) Hallar el valor de la Dyax(A)

6) Dada la funcion deﬁnida porf(x;y) = log(x? + y?) + arctg (%) mostrar  que
02 *f _
ox?

V(x;y)/x#0 verifica que + = 0.

7) Paraf (x;y) = 2

@) foy(6Y) = fx(y)  V(Xy)EE(Pg:1) Po(1;3)
b) fxy(x; y) = fyx(x; y) V(x;¥)€E(Po;2) Po(1;3)

iyzindicar verdadero o falso y justificar (calcular fyyy fyx):

8) Hallar la derivada de f(x,y;z)=x+y+z? en la direccion de la recta tangente a la curva
C:rt)=(t+1;t3;t3+2) en P(2;1;3).
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Regla de la cadena:

Caso 1:
z=f(x;y)
r(t)=(x(1);y(t) r(to)=(x0;Y0)
g(y)=for(1) g(to)=f(r(t0))=f(x0;y0)=20
D) g'(to)=fu(r(to)x (to) t(r(to)) v '(t)) O g (to)=Vf(r(to))r’ (1)
Caso 2:
z=f(x;y)
r(u;v)=(x(u;v);y(u;v)) (1o vo)=(X0;y0)
h(u;v)=for(u;v) h(ug;vo) =f(r(uo,vo)) =f(x0;y0) =20

= 8 (1)) =fx(r(10)) X (1o) +fs(r(ta)) ¥ (1o) 6 g (to)=Vf(r(to))r’(1o)

dh of dx of oy
I)ﬁ (ug; vo) = Or (%05 Yo) F™ (up; vo) + P (%05 Yo) ™ (ug; vo)

oh
II)a_U (uo, vo): ..............................................................

9)

a) Hallar g’(to) para f(x;y)=xy, r(t)=(t+1;t*) y to=1.

b) Verificar el resultado hallando una “férmula” para g(t)=for(t) y luego derivando la
misma. Con el mismo método hallar g’’(1).

¢) Verificar que la formula de calculo de g’’ es:

8" (t0)=fxx(x0,Y0) (X '(10))*+2fxy(X0,Y0) X (t0) Y (L) tfyy(X0;¥0) (v '(t0))*+ Vf(x0,y0) T " (10)
Calcular g’’(1) con esta férmula.

10)

a) Hallar g—z (up; Vo) para f(x;y)=x2+y?, r(u;v)=(u cos(v);u sen(v)) y (uo;vo)=(V2:1/4).

b) Verificar el resultado hallando una “férmula” para h(u;v)=for(u;v) y luego derivando la
misma respecto a u.

¢) Repetir (a) y (b) paraz—z (ug; vg).

11) El campo escalar con ley f(x,y) tiene derivadas continuas en un entorno de Py(1;4),
ademas f.(Pg)=3 y f,(Pg)=0. Si h(u;v)=for(u;v) y r(u;v)=(v*;u?), calcular la derivada
direccional maxima de h en Qq(up;vo) / 1(Qo)=Po.

12) Sif (x;y) = {/x% + y2,7(0) = (2cos6; 2senf) y g=for, se pide:

a) Calcular g’(0) aplicando la regla de la cadena.

b) Verificar el resultado expresando g como funcion de la Gnica variable 0, luego derivar.
¢) Si C es la curva asociada a la funcion vectorial r: {Qué puedo decir de C teniendo en
cuenta el resultado anterior?

d) Grafique: S=graf(f), C y C*=SNII(z=2).
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Diagrama de arbol para la regla de la cadena

Caso 2:

z=f{x;y)
r(uv)=(x(u;v);y(u;v)
Za=f0r( gva) =f(r( ué'V);
5= (50 + Goov)

2 sumando — 2 variables intermedias

Caso general:

WAz
r(u;v)=(xu,v);y(u;v),;z(u;v), t(u,v))

a =for(gt;\;)=f(r(u5v)ﬁ aw 9 aw at
w w ox w oy W 0Z w
o (aa)Jf(@a)Jf(a—za)Jf(aa)

4 sumando — 4 variables intermedias
13) Dada T=f(x;y;z;t)=xy+zt y r(u;v)=(uv;ut+v;u-v;v?). Hallar Z—Z.

14) Hallar la(s) ecuacion(es) de los planos tangentes al elipsoide x*+2y*+3z>=21, que
ademads sea paralelo(s) al plano x+4y+6z=42.

15) Sea Py(X0;¥0;Zo) un punto comun a dos superficies S1) g(x;y;z)=0 y S;) G(x;y;z2)=0, si
existen todas las derivadas parciales en Py, demuestre que Vg(Po)AVG(P,) es tangente en
Py ala curva C/ C=S1NS,. Nota: Si r=I1;NII, = r tangente a C en Py.

16) C es la curva que surge de la interseccion de dos cilindros
S1) z=4-y* y S;) z=4-x* (C=S1NS;). Trabajando en el primer
octante:

a) Halle I1,, el plano tangente a S; en P(1;1;3).

b) Halle I1,, el plano tangente a S, en P(1;1;3).

¢) Halle T, la recta tangente a C en P1;1;3).

d) Verdadero o Falso: T=I1;NII,

e) Grafique I1,, II, y T en el siguiente gréfico.

Previamente identifique S4, S, y C.

17) Dos superficies S; y S, son “tangentes” en Po€S;NS, & II;= I, (planos tangentes
en Py). Demuestre que S;) x*+z?+4y=0 y S,) x*+y*+z?-6z+7=0 son “tangentes” en Py(0;-
1;z0). Hallar z,.

18) Conteste con Verdadero o Falso y justifique:

a) Si la superficie S es un plano entonces el plano tangente a S en cualquier punto es el
mismo plano.

b) Si S;) z=1(x;y), Sz) y=2 y C=S:NS,, entonces la pendiente de T, recta tangente a C en
Qo(x0;2;20)€ S1NS; (y en [I(y=2)) es: mt=1x(x¢;2).
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19) Usando el ejercicio 19, indique la pendiente de la tangente a la curva C/C=S;NS; en
el punto Qg indicado (Qo€C). Ilustre con un grafico siempre que sea posible.

) S1) 3z =+/36 —9x% —4y%Z  S,)x=I Qo( 1; -2; V11/3)

b) S1) 2z = \/9x2% + 9y2 — 36 S,) y=1 Qo( 2; 15 3/2)
¢) $1) z = x% + $2)y=2  Qu(2:2;5)
d) S1) 5z = 4V25 — x? S2) y=3 Qo( 4; Yo Zo)
Gradiente

20) Sea f(x;y)=6-2x-y. Graficar S=graf(f).

a) Dibujar las curvas de nivel que pasan por los puntos A(1;4), B(1;2) y C(1;0).

b) Calcular Vf(A), Vf(B) y Vf(C). Graficar estos vectores anclados al punto donde se
calculan.

¢) Verificar que el vector gradiente en A es perpendicular a la curva de nivel que pasa por
A en A. Hacer lo mismo para By C.

21) Sea f(x;y)=xy.

a) Dibujar las curvas de nivel que pasan por los puntos A(1;1), B(1;2) y C(2;3).

b) Calcular Vf(A), Vf(B) y Vf(C). Graficar estos vectores anclados al punto donde se
calculan.

¢) Dar las ecuaciones paramétricas de cada curva de nivel.

d) Hallar el vector tangente a la curva en el punto que la genera.

e) Verificar que el vector gradiente en A es perpendicular a la curva de nivel que pasa por
A en A. Hacer lo mismo para By C.

22) El potencial de un campo gravitacional debido a una masa puntual es (salvo
constantes): P(x;y) = — V(x;y) # (0;0). Si r(x;y)=(x;y) (vector posicion P(x;y)).

a) Demostrar queVp = %
b) Demostrar que|Vp| = #

23)

a) Dibujar la superficie de nivel Sy de F(x;y;z)=2x+3y+6z que pasa por A(0;0;1).
b) Calcular VF(A). Graficarlo anclado a A.

¢) Hallar B y C, dos puntos de la superficie Sk.

d) CalcularVF (A) - BC(Es razonable el resultado obtenido? ;Por qué?

24)

a) Dibujar la curva de nivel de f(x;y)=xy que pasa por el punto P(5;3)—Cs

b) Dibujar la curva de nivel de g(x;y)=x?-y*> que pasa por el punto P(5;3) —Cis
(hipérbola).

¢) Verdadero o Falso: C;s corta a Cj6 en “angulo recto”.

(Dos curvas se cortan en angulo recto si sus vectores tangentes lo hacen)
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26) La temperatura T en un rio en el instante t y en el punto P(x,y,z) es T=f(t,x,;y,z). Para
un hombre rana que nada sumergido en el rio en el punto P(x;y,;z) también va cambiando
en el tiempo.

Asi, el hombre rana registra la temperatura del agua segun la siguiente ley: =f(s(?))=g(1),
donde s=(t,x(1),;y(t);z(t)). En tal caso r(t)=(x(t);y(t),;z(t)) da la posicion del hombre rana en
funcioén del tiempo. Se pide demostrar la siguiente ley de los fluidos:

dr_or . .
dt ot f

donde V es la velocidad del hombre rana.



13— Calculo Integral para Campos
Escalares y Vectonales

En capitulos anteriores hemos estudiado la integral de funciones escalares ( ) definidas
en intervalos cerrados y acotados [a,b]: [’ f(x)dx, f:R->R.

En este capitulo extendemos la nocidon de integral en otras direcciones. Esto se puede
hacer de distintas maneras, ya sea modificando el dominio de integracion o la funcion a
integrar. El intervalo [a, b] de integracion lo podemos reemplazar por una regidon 6 curva
del plano (o del espacio) y la funcion a integrar puede ser tanto un campo escalar como un
campo vectorial.

Basicamente y segun el dominio de integracion podemos dividir las integrales en tres
grandes grupos:

(I) Integrales sobre regiones del plano (o del espacio)> INTEGRALES MULTIPLES
(IT) Integrales sobre "superficies” > INTEGRALES DE SUPERFICIE

(IIT) Integrales sobre ’‘curvas’ (del plano o del espacio) > INTEGRALES
CURVILINEAS.

A continuacioén presentamos en forma resumida cada una de estas integrales para luego
pasar a considerar dos de ellas en forma particular: las multiples (particularmente, las
“dobles”) y las curvilineas.

(I) INTEGRALES MULTIPLES
Se integran campos escalares, - R" = R, sobre regiones del plano (n=2) 6 del espacio (n
= 3). Tenemos asi integrales dobles y triples, respectivamente.

b

I-A;) INTEGRALES DOBLES: j‘ I f(x, y)dx.dy i
D =f(x, y)

Se integra un campo escalar de R> (6 funcion de dos
variables), sobre D, region cerrada y acotada del plano

(D = RY).

f: D >N i

) > 2=fy) / .................................. ) .

e Se aplican al calculo de areas de regiones planas,
voliumenes de soélidos, masa total, centro de masa, momentos de inercias de una
lamina, etc.

« Se usan en la resolucion de las integrales de superficie.
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I-A3) INTEGRALES TRIPLES: j J‘ J‘ F(x,y,z)dxdydz
Vv

Se integra un campo escalar de R’ (o funcion de
tres variables), sobre V, region cerrada y acotada
del espacio (V = RY).

F: V -> R
x, v,z) 2 w=F((x)yz2)

(II) INTEGRALES de SUPERFICIE: H F-n dS F(x.y,7)
s =g Y-, M
Se integran campos vectoriales sobre S, superficie de
ecuacion z = g(x, ), S © R’, siendo 7 un versor normal
a la superficie S.

e Como la ecuacidon del plano tangente en P(x,, v, z,) gl

es: x,y) D
X

Z -Zo = & (Xo,Yo) (X -Xp) + 8y (X0:Yo). (V- Vo), O

—8x (X0, Vo) (X - Xo) - 8y (X0,Y0). (V-Yo) +(z -2,) =0
entonces 1= (—gx(Xo, Vo), —8y(X0,V0), 1) €s un vector normal a la superficie en P(x,, yo, 2,).

e« F: § >%
xv.z) > F(xyz2) =( P(x,y.2), O(x,z2), R(x,y,z) ); campo vectorial.

e dS = diferencial de superficie: | n | dx.dy

e Luego, por definicion: ” F-n dS - H( F(x,y,8(x,9) (-2, —gy,1) )dx.dy
N D

Si F es un campo de velocidades (por ejemplo de un fluido) la integral de superficie se
usa para calcular el flujo del fluido a través de la superficie S.

(III) INTEGRALES CUR VILINEAS.
Se integran campos vectoriales 6 campos escalares sobre curvas del plano (n=2) ¢ del
espacio (n=3). La curva se da por su ecuacion vectorial: r(2)=(x(2), y(t)), (n=2).

I11-A) sobre un campo vectorial ¥, definido y acotado sobre la curva (F :R* > R?).

La integral que resulta en este caso se llama integral de linea 6 integral curvilinea. Una
de las notaciones usadas para indicarla es: [ CF_ .dr; donde el punto se usa para indicar
el producto escalar de los vectores F y dr.

I11-B) sobre un campo escalar @, definido y acotado sobre la curva (¢: R? > R).
La integral que resulta en este caso se llama integral de linea con respecto a la

longitud de arco. La notacidn usada para indicarla es: _[C @ ds . (ds = diferencial de arco).
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13.1 Integrales Multiples

En este capitulo extenderemos el concepto de integral definida f: f(x)dx para integrales
dobles de funciones de dos variables. Lo que discutiremos, sobre todo las formulas de
célculo, se puede extender naturalemente para campos de tres o mas variables, no asi las
interpretaciones fisicas y geométricas que daremos.

Casi de la misma forma que el intento para resolver el problema de area condujo a la
definicion de la integral definida, ahora buscaremos determinar el volumen de un sélido, y
en el proceso llegaremos a la definicion de integral doble.

13.1.1 Integrales Dobles
Consideremos un campo escalar f de dos variables definida sobre un recinto R del plano xy,
limitado porlarectax=ayx=b,cona<b,yporlasrectasy =cey =d, conc<d:

R={(x,y)e R/ a<x<b c<y<d

Supongamos que f{x, y) = 0, V(x, y) € R; e
indiquemos con § al grafico de f'sobre R.  Puede
pensarse en la grafica de f como la “tapa” del
solido T que yace arriba de R, y queda debajo de S,
es decir,

T={(xy 2) e R/ 0<z<fx, y), (x,y) € R}

Si trazamos rectas paralelas a los ejes i
. , . y x=a x=b
coordenados, el recinto R quedara cubierto por
una red finita de rectdngulos. Esto se hace
dividiendo el intervalo [a, b] en n subintervalos —J
[xi.7, x;], y dividiendo el intervalo [c¢, d] en m 7 J
subintervalos [y;.;, y;]: Vi
(xi*,y,-*)
Rij={(x,y) | xi1 <x<xi, yja < y < yj} %
Vil AxFA\yJ

Representaremos el area del ij-ésimo de tales f R, TR
rectangulos por AA; = Ax; Ay;. Si se elige el ¥ y=c
punto muestral (x;+ y;+) en cada R;;, entonces se ¢
puede aproximar la parte de T que yace arriba o al ww w15 -
de cada R; mediante una caja rectangular (o

“columna”) con base R; y altura flx;+, y;+). El volumen de la caja es la altura de ésta
multiplicada por el area de la base del rectangulo correspondiente:

Vii= f(xix y). AAy

Si se sigue este procedimiento para todos los rectangulos y se suman los volimenes de las
cajas correspondientes, se obtiene una aproximaciéon del volumen total del cuerpo T
definido por S sobre R:

Ve Y Xje1 f (Ko Vi) DA
Intuitivamente, la aproximacion mejorard cuando n y m crezcan y, por lo tanto, se espera
que
V= limpy me i1 Z;n=1 f (X, ¥j)- DA

v
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Se acepta que la expresion anterior permite calular el volumen del solido T (vease
asimismo la figura de més abajo). Por lo tanto, daremos la siguiente definicion:

DEFINICION La integral doble de f sobre el rectangulo R es

HR flx,y)dA = n‘glrgwiif(x, ). AA;

i=1 j=1

si existe el limite.

En la definicién, hemos simplificado la expresién eligiendo como punto muestral
(xx;% y;+) de cada rectangulo R;; su esquina superior derecha, o sea, (x; ;).

Podemos generalizar luego el resultado obtenido antes, es decir, si f(x, y) >0, V(x, y) € R
entonces el volumen V del solido que yace arriba del rectdngulo R y debajo de la superficie

z=f{x, y) puede calcularse como
v= || feyas
R

Ahora, pensemos en un recinto D del plano
xy mas general, limitado por larectax =ay
x=>b,cona<b,ypor las curvas y = g;(x) e
v = g(x), siendo g; y g, funciones continuas
en el intervalo cerrado [a, b] y g; (x) < g2 (x)
para a <x < b (ver figura de la derecha).
Como c=minimo de g; en [a; b] y
d=maximo de g, en [a; b], entonces las
rectas y=c e y=d determinan el rectangulo
R, tal que D cR.

Otra vez, si trazamos rectas paralelas a los
ejes coordenados, el recinto D quedard
cubierto por una red finita de rectangulos
R; totalmente interiores a D. Estos
rectangulos constituyen una particion de
D.

Los rectangulos que forman parte de la particion aparecen sombreados en la figura de la
derecha asi como en el grafico de mas abajo.

Representemos el area del ij-ésimo de tales rectangulos por AA;; = Ax; Ay;, con i=1,2, ..., n
y j=1,2, ..., m. Para simplificar la notacién, vamos a numerar la red de rectangulos
contenidos en D de 1 a s, donde s = (n+1) (m+1). Entonces AA,= AAy;, con k=1, 2,..., s.
Vamos a definir a la norma J de la particion de D como la longitud de la diagonal mayor
de cualquier rectangulo perteneciente a la particion. La figura que mostranos debajo ayuda
a entender el desarrollo que hacemos aqui, asi como el calculo inicial del volumen
propuesto para regiones mas sencillas (rectangulares) hecho mas arriba.
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7 A

Acumulado
o Volumen
“parcial”:

A4 Q)

S

AA,

Acumulado
o Volumen

“total”:
S

> s @

k=1

1

Con la toda esta informacion, podemos proponer un proceso de integracidén para un campo

escalar f'de dos variables continuo en el interior de D:

> PROCESO DE INTEGRACION: f:D > R, Dc R

1. Subdivision _del problema (o construccion de la funcion escalera, f.).

* Dar P, particion de D:

P={A, Ay, ..

- As}

AA; =Ax; Ay;, es el area del rectangulo Ay, con k=1, 2, ..., s.

| P| = Norma de P =6, mayor diagonal entre todas las diagonales de los Ay.

* Dar @, seleccion de puntos compabibles con P:

Q = {Q] 5 Q2 Y eee e

Ceee Qs}; Qk (X,-,‘ yj) S Ak.

2. Calculo de las aproximaciones parciales.

* (Célculo de los “s” productos: f(x;; ;) . Ax; Ay; = f(Or). AAx.

3. Calculo de la aproximacion TOTAL.

* Suma de las aproximaciones parciales: SUMAS de RIEMANN

4. Calculo del limite de las Sumas de Riemann (‘dobles’): para ¢ > 0.

S(f,P,Q) = zs: f(Qi)AA =zn:§:f(xi:}’j)AxiA}’j
k=1

i=1 j=1

Este limite puede existir o no existir.

Si el limite existe, se lo denomina integral doble de f'sobre D y se lo simboliza

J f fx,y)dA
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Observacion:

e Sif(x,y)>0,V(x, y) € D, entonces la integral doble sobre D se interpreta como el volumen
de un solido, tal cual hemos dicho atrds. Asimismo, vedse la figura de més arriba para una
mejor interpretacion dl proceso.

e En otros libros mas avanzados se demuestra que cuando crece indefinidamente el numero
de rectangulos de la particion y 6 > 0, si_existe el limite de las sumas de Riemann, éste es
independiente de la eleccion de las rectas de subdivision y del punto (x;, y;) de cada
rectangulo.

Proponemos ahora las siguientes definiciones:

DEFINICION: Funcién integrable (en R*)
Dada f: D > R; D c R decimos que f es integrable en D si y solo si existe un “L”

tal que para P

Si _esto tltimo sucede decimos que: lims_,o S(f,P,Q) = L

DEFINICION: Integral doble (en R*)

Si existe L =limg_,o S(f,P,Q) a este nimero:
e lollamamos Integral Doble de f'sobre D.

« loindicamos [f, f(x,y)dA = [[, f(x,y)dxdy

Osea, [[) f(x,y)dxdy = lim 35— f(Qi) A4, =lim i1 Zj=1 f (xi; yj) Ax;Ay;

Notemos las notables similitudes que hay con las defininiciones dadas cuando trabajamos el
concepto de integral de funciones de una variable.

Estas definiciones se aplican con igual validez a los diferentes recintos, que pasaremos a
describir ahora, sobre los que se plantea el calculo de la integral doble. Para distinguirlos,
los llamaremos de Tipo I y de Tipo I, y los representaremos por R;y Ry;.

DEFINICION: Recinto de Tipo I (R)), en ¢l plano xy, es la porcion de este plano limitada
por las rectas x=a y x=b, y las curvas y = g;(x) e y=g»(x), siendo a < by g;y g, funciones
continuas en [a, b], con g;(x) < g2(x), Vx € [a, b]. Es decir,

Ri={(x;y)/a< x<b; gi(x) <y < gax)}

DEFINICION: Recinto de Tipo II (Ry), en el plano xy, es la porcion de este plano
limitada por las rectas y=c e y=d, y las curvas x = h;(y) y x=h(y), siendo h; y h, funciones
continuas en [c, d], con h;(y) < ha(y), Yy € [c, d]. Es decir,

Ry={(x; )/ hi(y) L x<hyy);c<y £d}
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A A
AR o YU xehe xsho
galx )I | J y=d
E y=8:x)
/ : y* e o e e e et e e e
I
1
i
R, : Ry
1
1
i y=g/
~ : /-
g ¢ < / Yo
o “ o x o ho o)
Recinto de Tipo 1 Recinto de Tipo 11

Nota:
El simbolo R, sin especificacion, lo utilizaremos cuando las consideraciones del caso se
apliquen tanto a R; como a R;.

Se puede demostrar que la integral doble posee la propiedad aditiva. Esto significa que si
el recinto R se compone de dos recintos parciales, R’y R”, de modo que R =R’ U R”,
siendo simultdneamente R’y R” del tipo R; o Ry, o bien, uno de Tipo [ y el otro Tipo II,
entonces

_HR f(x,y)dxdy = fle f(x,y)dxdy + fL"f(x,y)dxdy

Se concluye que si R es una combinacidon de cualquier numero finito de subrecintos de
Tipo I o Tipo II, la integral doble de f'sobre R es igual a la suma de las integrales dobles
de fsobre cada subrecinto.

Observacion:

Las condiciones establecidas para el recinto R, esto es, que sea de Tipo I o de Tipo II, o
una combinacidn de estos, son suficientes para asegurar la existencia de la integral doble
de una funcidn de dos variables, continua en R; pero no son necesarias. En otros libros en
donde se trata en forma mas minuciosa el calculo integral multiple, se presentan
restricciones mucho menos estrictas para R. No obstante, los recintos que nosotros
usaremos son los del tipo definido anteriormente o una combinacion de ellos.

A A

y Y ”
R K
d
I e

R=R/ uu R,

Ry={(x;y)/h(y) < x<hyy);c< y < d} R/={(x;y)/as< x<b g (x) <y < gx)}
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En la figura se muestran ejemplos de los recintos con los cuales trabajamos en este libro,
asi como algunas de las fronteras y/o conjuntos que los
definen.

Ejemplo El recinto R que se muestra a la derecha esta
encerrado por la parabola y° = x, y la parabola ciibica y = x°.
Este tipo de recinto tiene la particularidad de que puede

considerarse de Tipo I o de Tipo II.

Es de Tipo I porque R={ (x; )/ 0< x<1;xX’< y </x}, yes
de Tipo II porque R también puede escribirse de la forma
R={(x;y) /)’ < xSyw; 0< y<1}. y=x y=x

13.1.2 Integrales Iteradas

Tal como ocurre en el caso de las funciones de una variable, resulta dificil o imposible
calcular el valor de una integral doble basandonos unicamente en su defincion. En las
funciones de una variable el Teorema Fundamental del Célculo nos permite hacer el calculo
de una integral definida una funcioén primitiva del integrando. En el caso de las integrales
dobles, éstas podran calcularse mediante un recurso llamado integracion iterada, que no es
otra cosa que calcular dos integrales simples en forma consecutiva.

Supongamos que f'es un campo escalar de dos variables que es integrable en el rectangulo

R={(xy)e R/ a<x<b c<y<d

Es razonable usar la notacion fcd f(x,y)dy para indicar que x se mantiene fija y f (x, y) se

integra con respecto a y de y = ¢ a y = d. Este procedimiento se llama integracion parcial con
respecto a y (observemos su similitud con la derivacion parcial). Ahora es un numero que
depende del valor de x, asi que define una funcién de x:

d
AG) = f o y)dy

Si ahora integramos la funcidon 4 con respecto a x de x = a a x = b, se obtiene

ja " AG)dx = f b [ f df(x,y)dyl dx = J b J o)y dx

La integral del lado derecho de la ecuacion se llama integral iterada. En el ultimo
miembro de la expresion se han quitado los corchetes, ya que es la forma habitual en la
que se presenta la integral iterada. Esta expresion indica que primero se integra con
respecto a y de c a d, y luego con respecto a x de a a b.

De manera similar, la integral iterada

fc ' f e y)drdy

indica que primero se integra con respecto a x (manteniendo y constante) de a a b, y luego la
funcién resultante en y con respecto ay de ca d.
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Observacion:

En general resulta que las dos integrales iteradas de un mismo campo escalar sobre igual
recinto son siempre iguales; es decir, no importa el orden de integracion. (Esto es similar al
teorema de Clairaut en la igualdad de las derivadas parciales mixtas.)

En el siguiente teorema se da un método practico para evaluar una integral doble
expresandola como una integral iterada (en cualquier orden).

TEOREMA de Fubini:
Si f'es continua en el rectangulo R = {(x, y) € R*/ a < x <b, ¢ < y <d}, entonces

ffR fx,y)da = f b f Fooyydydx = j ' f Fey)dx dy

En términos generales, esto es cierto si se supone que f esta acotada en R, f es discontinua
s6lo en un niimero finito de curvas uniformes y existen integrales iteradas.

El teorema de Fubini es muy dificil de demostrar, por lo tanto no lo demostraremos aqui. No
obstante, es muy util para justificar la validez del calculo de integrales dobles sobre recintos
mas generales (de Tipo I o II) mediante integrales iteradas.

A fin de evaluar | fD f(x,y)dA cuando D es una region de tipo I, se elige un rectangulo

R={(x,y) e R/ a< x<bc< y <d}, que contiene a D, tal como ya hemos discutido.
Definimos ahora una funcion F con ley

; _(fGey) si(x,y) €D
(x,y) = 0 si(x,y) € RperonoaD

es decir, F concuerda con fen D y es 0 fuera de D. Entonces, por el teorema de Fubini,

HD f(x,y)dA = HR F(x,y)dA = Jab chF(x,y)dydx

Como F(x, y) =0siy <gix) oy > gx) porque (x, y) Y4 v =g.(x)
esta fuera de D, entonces dle—__ - \<2 '
d g2(x)
f F(x,y)dy = f F(x,y)dy D
4 g1(x)
g2(x)
= f f(x,y)dy \
g1(%) S 1\
I L y=gi(x) |
| | L,
0 a X b X
porque F(x, y) = f(x, y), cuando g;(x)< y <g,(x).

No lo demostramos, pero este razonamiento es valido también para recintos de Tipo II, por lo
tanto, encunciaremos un teorema bésico que permite calcular integrales dobles a través de
integrales iteradas para recintos de Tipo I o IL

TEOREMA.Sea f continua en el interior y sobre el contorno de un recinto R del plano xy.

e SiResde Tipo I, entonces ﬂR, f(x,y)dA = f: f;lz(%) f(x,y)dy dx.

e Si R esde Tipo II, entonces ffR”f (x,y)dA = fcd f}zz(%) f(x,y)dx dy.
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2
Ejemplo 1 Calcular la integral iterada f: f_xx (4x + 10y) dy dx.

5 ~x? 5 x? cte
f f (4x + 10y)dy dx = f (f <4 X + 10y> dy) dx =
3 J—x 3 -x

Barrow eny 9(x)

= [(4xy + 5y2)|§§’ii] dx = [J(4x3 +5x% — x?)dx =

SOLUCION

5 = 33931
5 3

Barrow en x 3
~

x
= (x5+x4—?)

Ejemplo 2 Calcular la integral iterada [ 1m2 ) 03yex+y dxdy.

in2 3y In2 3y cte
j (e**Y)dxdy = j <f <ex+ Y ) dx) dy =
1 Jo 1 0

Barrow en x h()
In2

~ In2 x=3y _ rln2 —m _ 1 pln2 .
= J; ezl dy = [ (@34 —e¥)dy = JJi (Ae)dy — [ (e”)dy =

1 x=0 1

SOLUCION

Barrow eny In2 1
[ —(o4y yy|in2 _ _,4
= e — (e =2+e—-e

Interpretacion geométrica de la integral iterada

Resulta muy ilustrativo interpretar geométricamente la integral iterada. La interseccion de
la superficie z = f{x, y) con un plano y = yy, siendo ¢ <y, <d, es una curva K. El 4rea de la
superficie plana, que se halla por debajo del segmento de curva y por encima del plano xy,
esta dada por

ha (Vi)
A0 = [y FOoyiddx

De este modo, integral iterada

hi(¥) ¢ Yhi(y)

d rh2(y) a rha(¥) d s
[ [ rayaray=[ (| renandy = [ amay =1my ao0ay,
c c =1

Pero “A(yi).Ayy” es el volumen del solido de caras paralelas, cuya area es

AQyy) = f:l 2((;:‘)) f(x,yx)dx, y de espesor Ay; v la suma de los volumenes de estos solidos

(de k=1, 2, ..., s) es aproximadamente lo que, por intuicion, sabemos que es el volumen del
solido por debajo de la superficie z = f{x, y), por encima del plano xy, entre los plano
y =ce y =d,y entre las superficies cilindricas x = h;(y) y x = hy(y) (ver la figura de la
debajo).
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urva plana K: z=g(x)=f(x, y,)

hy (Vi) ha (Vi)
AG) = [y foyddx _f 15 9(dx

Ja_\
. (hy (v v
—= /E/—
¢ ) y
A() : 4 IS A
oo S x=hy)
Py =Pk ':
; /Ill \
( -
(hy,(Vi). Vi)
2V
Xp
x =)

X

Por otra parte, esta aproximacion puede hacerse tan buena como se quiera con sdlo
tomar o suficientemente pequefio. Entonces, es apenas sorpredente el hecho de que la
integral doble, que es igual al volumen de este s6lido, pueda calcularse mediante esta
integracion iterada.

13.1.3 Aplicaciones de las Integrales Dobles

Supondremos aqui que f es un campo escalar de dos variables continuo en un recinto R de
Tipo I o II, o una combinacion de ambos.

Propiedad Si f es la funcion constante cuyo valor es 1, tal que f(x, y) =1 para todo
(x, ¥) de R, entonces la integral doble se convierte en [ [ pdx dy. Para calcularla mediante
una integracion iterada, tenemos que

b 92(x) b
[[avax=| [ avar= (g0 - giGax
R a g1(x) a
cuando R es de Tipo I, y
d h(¥) d
[Jaxar=] [ daxdy =m0 -mondy
R c hi(y) ¢

si R es de Tipo II. Pero como ya hemos visto, las integrales de los segundos miembros
expresan el area de R. Asi, pues

AreadeR= [ [ dxdy
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Observacibn:

Cuidado: este tipo de resultados puede generar alguna confusién, como veremos también
mas adelante cuando discutamos las integrales

de linea. En realidad, al resolver la integral 1

doble de un campo constante (y_positivo), X =1
estamos calculando el volumen de un solido. Ll &
Como en la discusiéon el campo es constante e ( \
igual a 1, su valor numérico va a coincidir con N o

el area de la base (o sea, el area del recinto R),

pero claramente son magnitudes diferentes.

En definitiva, el calculo de la integral propuesta u
permite obtener el volumen de un cilindro recto

de base R. El numero de unidades cubicas que \
mide este volumen es igual al namero de b/ Y= SN
unidades cuadradas que mide la base de R.

< VY

Y=g

* R de Tipo I

Ejemplo Averiguar el area de la superficie que, en el plano xy, estd
comprendida a izquierda y a derecha entre el eje y y la recta x = Y4
T, y se encuentra por debajo de y = cos x y por encima de y = sen x.

SOLUCION

Areade R=[ [ dxdy = [+ f;‘:; dy dx = [#(cosx — senx)dx =

= (senx + cosx)lg/4 =vV2-1

Consideremos ahora una lamina (plancha delgada de control uniforme) con una cara R. Si
la [damina es homogénea, su densidad se define como la masa por unidad de area de R.
Queda de tarea proponer una definicion para la densidad de una lamina no homogénea
como una funcion f con ley f{x, y), en un punto arbitrario (x, y) de R mediante el limite de
una densidada media

Definicion La masa total de una lamina con base R es

M= [, f(x,y)dxdy

donde f(x, y) es su densidad en el punto (x, y) de R.

Definicion Se llama primer momento de la masa M de la lamina con base R respecto del
eje x a la expresion

M= [[, ¥ f(x,y)dx dy

y primer momento de M con respecto al eje y a

M, = [[, x f(x,y)dx dy
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Definicion Se llama centro de masa de la lamina, o centroide de la region R, al punto
(x,y), tal que

Jlg x f(x,y)dx dy
Jlg f&xy)dxdy

=l
I

_Jlk yfxy)dxdy
Jlg flx,y)dxdy

<l

De este modo, M, =M X y M. =M Yy, lo cual puede interpetrarse en el sentido de que el
primer momento de la ldmina respecto de uno de los ejes coordenados es igual a la masa
de la lamina multiplicada por un “brazo de palanca” que es la distancia (segmento de
perpendicular) del centroide al eje correspondiente. De esta manera, al exponer lo relativo
a los primeros momentos de una ldmina, la masa de ésta puede considerarse concentrada
en el centroide.

Por otra parte, al multiplicar la densidad en cada punto (x, y) de R por las variables
cuadradas ()’ y x°) y realizar las integrales dobles correspondientes, obtenemos los
segundos momentos o momentos de inercia I, ¢ I, de la lamina respecto de los ejes x e
¥, repectivamente.

Ejemplo Una ldmina, cuya densidad variable
esta dada por f(x, y) = xy, esta limitada por el eje
x,larectax=8 ylacurvay= X Averiguar su
masa M, su centro de masa y sus momentos de S —
inercia con respecto a los ejes coordenados.

SOLUCION
Mediante el empleo de las fomulas de las R
definicones recién dadas, tenemos 0 '8 x

2/3
M=[f, fy)dydx =[] [} xydydx=3[ x"dx="2

8 (x2/3 1.8 1024
M= [ [ xy*dydx =3[ x*dx=—
_ (8 (x¥3 5 _ 18 10/3,. _ 12288
M= [, x*ydydx =[x dx =——
=Dl y=tx_)2
M 13 M

8 x2/3 1 8 6144
L=[ [, xy*dydx=-[ x" dx="—-

2/3
L= [ [ Py dydx =3 [ x3/dx = 6144
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RESUMEN: Propiedades de la INTEGRAL DOBLE.

D, fFGoy) + gCanldA =[f, fC,y)dA+ [f, g(x,y)dA

2) [f, efey)dAd=c[f, flx,y)dA

3) Siftx, ) < g(x, y); paratodo (x, y) en D = [f f(x,y)dA <[f, g(x,y)dA
4)SiD=D; 0D, =ff, fxy)dA= ff, fCxy)dA+ [, f(xy)dA

5) Sif(x, y) =1 paratodo (x, y) en D = ffDdA = Area de D

6) Sif{x, y) > 0 para todo (x, y) en D = ffo(x, y) dA = Volumen de Solido, con base D
y altura “variable” z = f(x,y).

Solido = {(x, y, 2) / (x, ) € D; 0 <z <[f(x, y)}
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13.2 Integrales Curvilineas

13.2.1 Integrales de linea (0 curvilineas) sobre campos vectoriales

Hemos visto que dada la funcién vectorial r, con ley r(t)=( f{t); g(t)) definida en el
intervalo cerrado [a,b], cuando ¢ va tomando todos los valores en [a,b], r(t) describe
un conjunto de puntos en el plano al que llamamos grdfica de la funcion.

Hemos dicho que si 7 es continua en [a, b], a esta grafica la llamamos curva.

En nuestro estudio de las curvas vimos que funciones distintas pueden originar el trazado
de la misma curva en formas distintas, por ejemplo, en sentidos distintos o con
velocidades distintas. Esto resulta importante a la hora de estudiar las integrales de linea;
0 sea, no interesa solo el conjunto de puntos de la curva sino también la manera que la
curva se origina y se recorre; o sea, la funcion que define 7 .

En particular para garantizar la existencia de la integral a lo largo de una curva, esta
debe cumplir ciertas condiciones; por ejemplo, ser una curva regular.

DEFINICION: "CURVA REGULAR’

Una funcién vectorial 7 :[a,b] > R tal que ()= (f(t); g(t)) se llama curva regular
si:

a) f yg son continuas en [a,b];

b) existe r'(t) =(f’'(t); g'(t)) y es continua para todo ten (a,b);

c) r'(t) = 0 para todo ten (ab). (no presenta puntos angulosos).

DEFINICION: "CURVAS EQUIVALENTES'

Sea r(t)= ( f(t); g(t)) una curva regular definida en [a,b]; sea t= h(u) una funcidn
escalar definida en [c,d] con derivada no nula y cuya imagen sea [a,b]; entonces la
funcion vectorial definida por s@u)= r(h(u)) es una curva regular que tiene la misma

grafica que 7.

-Dos curvas r y s asi relacionadas se llaman equivalentes. Dos curvas equivalentes
proporcionan distintas representaciones paramétricas de /la misma curva C. Se dice que
h define un ’'cambio de parametro’.

- Si A’ es positiva entonces las dos funciones r y s originan C en el mismo sentido.
Si h’es negativa entonces las dos funciones r y s originan C en sentidos opuestos.

Y
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Ejemplo 1: r;(t) = (1+t; 2+f); t €[0,2] esuna curva regular:

C; x=1+t
y=2+t

con punto inicial en A =r;0) = (1; 2), y, punto final

en B=r;2)=(3;4).

=V

Ejemplo 2: r,(u) = (3—u; 4-u); u €[0,2] es una curva regular;

?.

C, x=3-u ”]
y=4-u 4

con punto inicial en B = r,0) = ( 3; 4), y, punto final 2
en A=r,(2) = (1;2).

=V

(*) r;y r, tienen la misma gréafica.
Observamos ro(u) =ri(h(u)), con h(u)=2-uy h'(u) = -1.

Luego r; y r, son equivalentes y originan C en sentidos opuestos.

X> Estamos ahora en condiciones de definir la INTEGRAL DE LINEA.

Dada la curva plana regular C a través de su ecuacion vectorial 7 ()= (x(t); y(t)), con
tela,b], la integral a lo largo de C se define en forma semejante a la integral sencilla ya
vista excepto que en vez de integrar sobre un intervalo se integra sobre la curva C. Luego,

el proceso de integracion a lo largo de C comprende los siguientes pasos:

1) Particion del dominio de integracion; o sea, de la curva C.

A POEA

Esto se logra a través de una particion del y
intervalo [a, b], intervalo en el cual esta
definida la ecuacion de la curva.
Efectivamente, dada  P={a=t,1t;,1,,....
t,=b}, particion de [a, b] , a cada ¢ le

corresponde un punto P; (x(z;); y(t;)) de C.
Estos puntos determinan entonces una
particion de la curva C:
P={A=P,,P;, P, ...... P,=B} Ly=a

Los puntos P; dividen la curva C en 'n’ subarcos de longitud Asi .
Aproximamos cada subarco por el segmento determinado por
sus puntos extremos: P,_ P, . Asi Asi ~ |P_P. | y la norma

[P| de la particion la definimos como la mayor de estas
longitudes, [P|=max. |?_ P, |; i=1,...,n.

y
Via Pia P’
d,
Yi P;
Xi1 Ci X

Se elige un punto Pt* (¢, ;d,; ) en cada subarco y se obtiene una seleccion de puntos

Pi*compatibles con la particion. Cada Pl* proviene de un t: de [a, b].
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2) Calculo de las aproximaciones PARCIALES

Se calcula F(Pi*), o sea el campo vectorial en cada uno »t F(P,)

de los puntos P’* (c;:d,) de la seleccién de puntos iy Piy P,

considerada y se realiza el producto escalar de este AyI 4

vector por el vector que aproxima el desplazamiento v Al p,

sobre C, P_ P, = (Ax; ; Ay,): PR
F ;d ) O &);i=1,.,n DI

3) Caélculo de la_aproximacion TOTAL

Se suman todas las aproximaciones parciales:

n
Zl F (c,;a,). (M5 Ay,)
1=

4) Calculo del limite de las sumas para|P| > 0.

Se estudia el comportamiento de estas sumas a medida que se “afina” la particion.
n
Estoes, secalcula: lim [ 2, F (c,:d;)- (O 5 Ay) ]
/P/—0 " ;5 l l

Este limite puede existir o no. Si existe, lo llamamos integral de linea del campo
vectorial F a lo largo de C.

DEFINICION: 'INTEGRAL de LINEA’

Sea  :[a,b] > M*con (1)= (x(t); ¥(t)), una curva plana regular Cy sea  un campo vectorial
( :M*> R?) definido y acotado sobre la grafica de ; luego, la integral de linea de alo
largo de se representa con el simbolo fCF. dr y se define por:

J F.dr =

siempre que el limite del segundo miembro exista.

(*) CALCULO de la INTEGRAL de LINEA:

Se puede demostrar que si F es continuo sobre C curva regular plana, el limite anterior
siempre existe. En tal caso y como hicimos para funciones de una variable buscamos
una formula para el cdlculo de la integral de linea.
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Obtenemos asi la siguiente formula para evaluar integrales de linea de campos vectoriales:

JF-dr-[ Faw) r@) d- [ Foxo.p0) . 0y @) d

o sea que una vez realizado el producto escalar que

comprende la integral de linea, el célculo de la misma g PP
remite al calculo de una integral definida de wuna Vi1 Pia P

funcion escalar de la variable t; funcion obtenida al d; -,
calcular el campo sobre la curva y multiplicarlo por el ¥, S\ N\
vector ;'(¢), vector que da la velocidad en cada punto de P; R
la curva. Yt G X x

(Observacion: dr =r(f) dl y (1) = @©):y' (1))

(*) Otras notaciones:

- Sila graficade » lallamamos C entonces IFdl_‘ también se representa por
_[C F . dr
- Si A =r(a) y B =r(b) representan los puntos extremos de C (inicial y final

B _
respectivamente) la integral de linea suele también representarse por IA F.dr

Cuando se usa esta notacién debe tenerse en cuenta que la integral no sélo depende de
Ay B sino también de la curva r que une estos puntos.

- Si r(a)=r(b) (equivalentemente, A=B) entonces la curva se llama cerrada. En este

caso suele usarse el simbolo j .

Ejemplo Calcular _[C F . dr para F(x,y) = (\/;' ; X+ )y C unacurva de extremos

A(1, 2) y B(3, 4), cuya ecuacion vectorial se indica a continuacion:

a)r()=(t; £-3t +4); te[l,31 D> r'@®)=(1; 2t-3); te[l,3]
b)ryt)=(1+t; 2+t); te€[0,2] > ryt)=(1; 1), te[0,2]
c) rat) =(3-t; 4-1); te[0,2] > rixt)=(-1;-1); te[0,2]

a) [ F.dr=[ F@@) r@ d = [ Ft,>-3t+4). (1 ; 2-3) dt
= [P (P =344, (0 + £2=3+4) . (1; 20=3) dt -

=[P Ve -%+4 +(P-2u+4). (2-3) di =
_[ Vit? =3t +4.dt +j Q-+t -7t +14:t-12) dt=

3.02820 + 11.3333 = 14.3615

b) [ F.-dr = [ FGri@®) ri@ di = [ FQ+t,2+0).(1;1)dt
= [ (2w, (e 4 240) (5D de -

[ (2% + 3+ 20) . d _((2 f)m

+3t+17) [ = 13.4477
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o) [ F.dr = [ FG:20) r20) dt = [ FG—t,4-1). (-1; -1) dt

[ (=, Gt +4-0) (-1 D) di -

2 (4_t)3/2 a2
_ jo A S R L =- 13.4477

Observaciones: ’A
1) En el ejemplo visto se calcula la integral de linea de 4 B

un campo F sobre distintos caminos que unen los

puntos A (1,2) y B (3,4).

Los resultados son distintos en cada caso. A

Esto demuestra que la integral de linea depende del L

camino que une los puntos extremos.

i 3 x

2) Las ecuaciones en (b) y (c¢) son las de los ejemplos 1 y 2. Vimos alli que estas
ecuaciones son equivalentes; o sea, definen la misma curva; en particular, e/
segmento de extremos A (1; 2) y B (3; 4). Vimos también que lo originan en
sentidos opuestos: 7 1(t) de A a By r2(t) de B a A.

Las respectivas integrales de linea son distinta también en este caso, aun cuando se
calculen sobre un mismo segmento. Finalmente concluimos que la integral de linea
no depende sdlo del camino sino también del sentido en que se recorre el camino.

En el ejemplo observamos que cuando la curva se recorre en sentidos opuestos, los
resultados difieren sdlo en el signo; o sea que:

y A
- si C es unacurvarecorrida de A hacia B
-y, —C la misma curva recorrida de B hacia A,

entonces una propiedad de las integrales es: ;7
F. F. dr /

k"

Ejemplo Calcular [ F .dr para F(xy)=(\y; x+p) ylacurva cerrada C

recorrida en sentido antihorario y formada por el segmento de pardbola dado por,
r(t)=(t; -3t +4); t €[1,3] y el segmento de recta que une sus extremos.

v La curva C resulta ser la uniéon de dos curvas: C=C, U G,
B
c - @, > seg. de parabola de ecuacion r (1) = (1, £ -3t +4)
2
A - G, 2 seg. de recta de extremos A(1,2) y B(3,4).
&

C=01U02 = JC B Jc +Jc

v
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Para calcular las integrales del 2%° miembro debemos contar con las respectivas
parametrizaciones de C; y C,. En este caso no tenemos la del segmento de recta, C, Para
hallar una parametrizacion de C, debemos tener en cuenta que C; y C, deben ser
recorridas de manera que determinen la curva C en el sentido pedido.

Asi, C; debe recorrerse de A hacia B mientras que C, debe hacerse de B hacia A.

e Parametrizacion de C, (segmento de recta de extremos A, B)
Para parametrizar C, debemos:

- hallar las ecuaciones paramétricas de la recta » que pasa por A(1,2) y B(3.4) vy,
- ajustar el parametro para referirnos sélo al segmento buscado.

Sabemos que la parametrizacién no es unica, que hay distintas formas de tomar los
elementos necesarios para ello; o sea, el punto de paso yel vector paraleloa r.

Asi, si calculamos AB =(2,2)//r y tomamos, A(1,2) e r y u=(1,1)//r, tenemos
el siguiente par de ecuaciones paramétricas: ,
B (3,4)
x=1+t ; y=2+1¢ ...

que, para ¢ en [0,2], determinan el segmento AB
pero, jrecorrido de A hacia B!, que no es lo que
necesitamos.

t

Aqui tenemos dos opciones:

. . A I~ - B % I
1) Recordar que para un mismo camino, IB F. dr =- IA F.dr , con lo cual una

forma de resolver el calculo de la integral para el segmento recorrido de B a A es,

B —_— J—
calcular de A a B, IA F.dr , y luego cambiar el signo al resultado.

Y A
2) Elegir otra parametrizacion, una que directamente

recorra la curva de B a A. Paraello el vector paralelo a
la recta lo elegimos de modo que, del vamos, apunte en
la direccion deseada, en este caso de B hacia A; por
ejemplo el vector BA o cualquiera otro paralelo a él.

0 52

Asi, si calculamos BA=(-2,-2)y tomamos, B (3,4) ery u=(-1,-1)// 1, tenemos el
siguiente par de ecuacione paramétricas:

x=3-t ;y=4-¢

que, para ten[0,2], determinan el segmento 4B pero, j; recorrido de B hacia A !!

(*) Observar que las curvas dadas son las del ejemplo anterior, luego:
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Para C,

Por (1), x=1I+t ; y=2+t > ryt)=(1+t; 2+t); te€[0,2]

y,

Je, - (jj F. dr )= (joz Fr@)-r@ de)= ([ Fr@)-r(@) di )=

=-9.78867
Por (2), x=3-t ;y=4-t > ryt)=(3-t; 4-t); te[0,2] vy,
- (" F oan, - [ F F2(t) dt = -9.7886
"Cz = IB .dr, = .[0 (ry(#) r'2(t) dt = -9.7
Para C, > segmento de parabola de ecuacion r(1) = (t; ¢ -3t +4); t<[l,3]
| ¢ - [[ Far@)- r@) di =14.3615
Finalmente para C:
)o = jcl + ch = 14.3615 - 9.78867 = 4.57283
13.2.2 Propiedades de la Integral de Linea
IL-1) Linealidad: J'C (o.F +BG )dr = a‘jc Fdr + B.J'C Gdr
IL-2) Aditividad del camino: C=C; U C, y G C,

[ Far = [ Fdr+ [ Fdr- _ NG

[[Foar+[ F.ar |

A

IL-3) Integral de Linea, frente al cambio de parametrizacion (parametro).

Si r y s son equivalentes; o sea, definen la misma curva C, entonces
indicamos la curva C recorrida en sentido opuesto al original, tenemos:

si con -C

> Si ry s originan Cen el mismo sentido; o sea, si graf r = graf s = C, entonces la
integral de linea permanece invariable frente al cambio de parametrizacion

[ Fas = jc F.dr
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> Sir y s originan C en sentidos opuestos, o sea, si graf r = C 'y graf' s = -C
entonces la integral de linea cambia de signo frente al cambio de
parametrizacion;

[ Fds =-[ Far

13.2.3 Aplicaciones de la Integral de Linea

La integral de linea se presentan al estudiar trabajo, energia potencial y otras
cuestiones fisicas que establecen el comportamiento de un campo vectorial a lo largo
de una curva.

Una de las aplicaciones mas importantes es la de hallar el trabajo W realizado sobre un
objeto que se mueve en un campo de fuerzas a lo largo de una curva C.

Sea F una fuerza variable cuyo valor en cada punto del plano estd dado por el campo
vectorial F (x, y) = (P(x,y); Q(x,y)) definido en una region D del plano, con P y Q
funciones de dos variables con derivadas primeras continuas en D.

F: D> 112 Py Q funciones de dos variables:
xy) 2 F(xy)=(P(xy), Ox)y))
> P:DcR’ > R

Ei: F: R° > K’ (xy) > u=Pxy)

xy) > Fxy)=(xy,x+y)

(2,5 > F(2,5)=(10,7) > 0:DcR’ > R

(xy) > v=0xy)

Si ahora convenimos que el origen de cada uno de los vectores-fuerza que determina F
sea (x, y), punto donde se calcula F, tenemos entonces un campo de fuerzas en D.

T B Este campo de fuerzas, para mover desde A
\ F(x, y)/‘ \ B hasta B y sobre la curva C, cualquier particula
que entre al mismo en un momento dado, realiza
un cierto ‘trabajo’.

(x.y) c .- ., .
A Si r(t)=(x(2), y(t) ) es la ecuacidn vectorial de la
\ / / \‘\A \ — curva, ese trabajo se calcula como:
Campo de Fuerzas Wag = 'J.C Fdr

Observacioén:

(I) El problema referido al célculo del trabajo requerido para mover una particula P
desde A hasta B, es un problema ya resuelto para el caso de fuerza constante, F, y
camino rectilineo: Wag = F. d; con d= AB.
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(II) En este caso el problema se extiende al caso de fuerza variable, F , y camino curvo.

F

/ P (X, vi1)

P, (x;, )
Woiipi =~ F(Ci;di)'l)i—ll)i (**)

Wap ~ Z F(Ci, di)- Pi—IPi

i=l

n -
Was= Zim -[ 2, F (c,;a,). P P; ]

/P/—0 o]

(**) Aqui consideramos el valor de una de entre todas las fuerzas aplicadas en un cierto
tramo de la curva. Luego aproximamos el trabajo realizado por el campo de fuerzas para
desplazar la particula a lo largo de un subarco de la curva, por el trabajo realizado por la
fuerza constante F(c;, d;) para desplazar la particula a lo largo del tramo recto P P; .

Sumamos todas las aproximaciones parciales y pasamos al limite. Como ya vimos, si el
limite del segundo miembro existe, este no es otra cosa que la integral de linea sobre la
curva; en este caso, la trayectoria de la particula.

Ejemplo Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x,y) = ( - y2 ,XY)
para mover una particula a lo largo de la semicircunferencia  7(¢) = (cos¢);sen(t))

obtenida: a) al variar tentre Oym ; b) al variar fentre -1y 0

W= [ Far = j(;“ F(r(t)) . ¥'(¢) dt ; luego,

yh
. ( )= ( )= (- sen’ t, cost.sent ) .
. ( ). = (sen’t, cost.sent ). (- sent, cost)= (b)f\ﬂ (a)
= sen’ t + cos’t.sent= sent >
-1 1 X
— T T
a) W= .J'C Fdr = o Sem t dt = —cost ‘0 = -cos T - (-cos 0)= - (-1)+1 =2
0

0
sen t dt = —cost ‘ =-cos0-(-cos(-T)= -1-1=-2
-

Nota: observar que la trayectoria es la misma pero recorrida en sentidos opuestos. De
alli, y de acuerdo con las propiedades vistas, los resultados opuestos obtenidos.
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13.2.4 Forma diferencial de la Integral de Linea: J'C Pdx + Qdy

En este parrafo proponemos otra forma de simbolizar la integral de linea. En ella la
funcion integrando se presenta como forma diferencial: "P dx + Q dy".
En lo que sigue trabajamos en el plano, pero lo hecho se extiende facilmente al espacio.

Recordemos entonces que en el caso de R? partimos de una curva plana regular dada por
su ecuacion vectorial #(7) = (x(¢);(¢))y que el campo a integrar es un campo vectorial,

F:D> R’ con DcR’.

e Recordemos como se define un campo vectorial:

F: D> 52 Py Q funciones de dos variables:
xy) 2 F(xy)=(P(xy), Oxy))
> P.DcR’ > R

Ei: F: RFD>F ) > 8z PE)
fy) S Fl)=(xy.x+y)
(25) > F(2,5=(10,7) > 0:DcR’ > R

(xy) 2 v=0xy)

« Porotro lado, dada »(¢) = (x(¢);(¢)) tenemos que,
r'(@) = (xX'©):;)'(0)
luego, dr =r'.dt = (x'dt; y'dr) = (dx,dy)

Repasados estos conceptos estamos entonces en condiciones de justificar la notacion
diferencial.

X> FORMA DIFERENCIAL de la INTEGRAL DE LINEA

Dada C por s(r)=(x(t);1(r)) y €l campo vectorial F por sus componentes Py O, F
(x,y) = ( P(x,y), O(x,y) ), tenemos entonces que:

X> Formula de calculo para la forma diferencial de la integral de linea

Dada »(¢) = (x(¥);v(r))con tela, b], () =(();V'(¢)); luego,
b
[ Pax + @ay- I P(x(2),y(1)) X'O)dt + O(x(2), (1)) .y'(2)dt

JLpas + oay= [ (PGO.50) X + QUx(0),p(0) ¥'(0))
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Ejemplo Calcular IC ydx + x?.dy siendo C el arco de parabola y = 4x — x°

recorrido desde A(1,3)a B(4,0).

1°) Parametrizamos la curva y hallamos el intervalo de variacion del parametro:

X =t > dx=1.dt y
C.

A
y=dt-F  Sdy=(4-20.dt /\ﬁ
B .

tell, 4] | >

2°) Calculamos la integral usando la formula de célculo:
4
[ yax + x2ay= | (4e=t7)1dt + ¢ .(4-20).ds

_ f(4t+3t2 263 )dt = ?

Observacidn: ya vimos que W, trabajo a lo largo de una curva, se calcula con una
integral de linea; luego con la nueva notacion:

Wis= [ Pdx + Q.dy= jC P dx + JC 0 4y

| —)
F, :componente Fy :componente
enxdeF enydeF
W realizad r _/ x W realizado por F),
realizado por Fx componente en y
componente en x .
— e
de F

Aplicacion: vimos que Wyp = .IC Fdr

Vemos ahora, acudiendo a la Ley de Newton, como esta expresion se relaciona con la
variacion de energia cinética. Sean:

« m = masa de una particula P.

o F = campo de fuerza dado por un campo vectorial.

(t) = posicion de Py en el instante t; t €[a,b]; r(a)=A y r(b)=B

°
~ |

« 1’ (t) = velocidad de la particula en el instante t; r'(t) =p(t)
« Ec=energiacinética > Ec(P)=%m.»’ ,con v=|y|

o LeydeNewton: F(Py;,) = m.a = m. v’
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Luego, Was= [ Fdr [0 Faray . 7@ a-

b - b, -
I m.v(t).v(t) dt = mI v(t) . v(t) dt

b - - b
=m.j Low.v)yar = %.mj (IvP)dt =
a a

G.mpvP) b = (5.mi@) =
= L.mv3(b) - L.m+*(a) = Ec(B) - Ec(A)
Conclusién: W =Ec(B) - Ec(A) = Wy es la variacidon de energia cinética entre A y B.

Ejemplo Calcular el trabajo realizado por F(x, y) = (x y2; x’ y) para mover una
particula en sentido antihorario a lo largo de la curva cerrada C determinada por:

a) C,:arco de parabola y=x> con xe[-1,0] vy,

b) C,: el segmento de recta entre A (0,0) y B(-1,1)

Wap = 'J'Cf-d; = W= IC x.y2.dx + x?.y.dy :JCI + "Cz

a) ICI xyldx + xXydy = C, 2 |x=t > dx=dt

y=£ 2 dy=2tdt

0
= I_l tttdt + t2 2 2t.dt =

e te[-1,0]

_[0 5 5 [0 5 4. _
—j_l (15 + 2.45).dt —jl 3.65 .dt =

e 11 2
A(0;0) eC,=r; « seg. de recta »
b) J'C xy’dx + xX’.ydy= > /'F
2
=Il —t.t% (=dt) + t*.t.dt = C:> | x=-t > dv=(l)dt
0 y=1t 2 dy=dt
1 3 3 t4 1
=_[0 3+ ¢3).dt = 7‘0= 1 . 1e[01]

; . — = 1 _l =
Finalmente: W g JCl + "Cz E+( : 0
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Observaciones: F(x, y)=(x )y, x’y) = P, y)=xy": O(y)=x"y ; D=R?

oP oP
7:2)0} ; a—QZQ,)Qy =2/ ~ = 67Q !!

oy ox oy ox

Este ultimo resultado no es una casualidad. En la proxima seccion trataremos de entender
porqué ocurre.

13.2.5 Teorema fundamental de las Integrales de Linea

Estudiaremos ahora una clase particular de campos vectoriales, que tienen importancia en
aplicaciones fisicas: los llamados campos vectoriales conservativos. Daremos ahora su
definicion para poder luego enunciar y demostrar el teorema fundamental de la integral de
linea.

DEFINICION: Campo de gradientes 6 Campo Conservativo.

El campo vectorial F (x; y) = (P(x; y); Q (x; y)) se dice que esun campo de gradientes
6 campo conservativo, si existe un campo escalar f(x; y) tal que Vf = F'. O sea, si

existe f tal que Zf(x; V=P )y 5;(36 ) =0 (xp).
X

En tal caso f'se dice que es una funcion potencial para F . (Observar que fvendria a ser una
“primitiva” de F' ya que su “derivada”, su gradiente, es F'.)

De acuerdo con lo desarrollado para el célculo integral de funciones escalares, el segundo
teorema fundamental del calculo integral se puede expresar como

b
[ 1o =10 -r@

donde f” es continua en [a, b]. A este resultado también se le conoce con el nombre de
“Teorema del cambio total”, o sea, la integral de la razon de cambio es el cambio neto.

Si ahora pensamos en el vector gradiente de un campo escalar V£ de dos o tres variables como
un tipo de derivada de f; entonces se puede considerar el teorema siguiente como una version
del teorema fundamental del calculo integral para las integrales de linea:

TEOREMA Fundamental de las Integrales de Linea
Sea C una curva suave definida por la funciéon vectorial 7: [a; b] — R* y

f: D c ®* - diferenciable en C, entonces JVf dr = f(r(b)— f(r(a)).
C

Demostracion:

[Vrdr = [Ore@)r ©di= [ . di= f(E)] = FGE) - @)

1- Por la férmula de calculo de la integral de linea
2- Por regla de la cadena (f,7) ) =[f(7(1))]'=V/(r())7 (1)

3- Por definicion de primitiva
4- Por regla de Barrow
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NOTAS:

1- Este teorema es una herramienta para evaluar una integral de linea de un campo
vectorial conservativo (campo vectorial gradiente de la funcién potencial f) tan solo
conociendo el valor de fen los puntos extremos de C (del punto inicial P; y del punto final
Py). BEs decir que la integral de linea de un campo de gradiente es independiente de la
trayectoria.

2- Al mismo tiempo nos estd diciendo que la integral de linea de V7 es el cambio total de

£ [fdr=£(P)~f(B)

Como hemos visto que la integral de linea de cualquier campo vectorial conservativo Vf es
independiente de la trayectoria, se infiere que j Vf.dr =0 para cualquier trayectoria cerrada.
C

La interpretacion fisica es que el trabajo hecho por un campo de fuerza conservativo, como el
campo gravitacional o eléctrico, cuando se desplaza un objeto alrededor de una trayectoria
cerrada es 0.

El teorema que presentamos mas adelante establece que los unicos campos vectoriales que
son independientes de la trayectoria son conservativos. Estd planteado y demostrado para
curvas en R, no obstante hay una versiéon similar para las curvas en R°. Pero antes, para
poder demostrarlo, necesitamos dar nuevas definiciones sobre el conjunto D donde se define
el campo vectorial.

DEFINICION: Conjunto abierto (en R”):

D es un conjunto abierto si para todo punto P en D hay un disco con centro P que esta
totalmente en D (de esta manera, D no contiene ninguno de sus puntos limite o frontera).

DEFINICION: Conjuntos conexos y simplemente conexos (en R°):
— Conjunto conexo: el conjunto D se dice conexo si todo par de puntos en D se puede unir

— Conjunto simplemente conexo: D es simplemente conexo si €s conexo y no tiene
“agujeros”.

Conexo Simplemente Conexo No Conexo
(también Conexo)

Ahora podemos encunciar y demostrar el teorema:

TEOREMA (Sobre la independencia de la trayectoria)
Sea [/’ un campo vectorial que es continuo en una region conexa abierta D.

Si j F.dr es independiente de la trayectoria en D, entonces F es un campo vectorial
C

conservativo en D, es decir, existe una funcién f tal que Vf = F .
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Demostracion

Sea A (a, b) un punto fijo en D. Podemos obtener la siguiente funcion potencial

>y

fen = | Far

(a,b)

para cualquier punto (x, y) en D. Puesto que IFd? es independiente de la trayectoria, no
C

importa qué trayectoria C desde (a, b) hasta (x, y) se recorra para evaluar f (x, y).

Y Como D es abierto, existe un disco que estd contenido en D
cuyo centro es (x, ). Elijamos cualquier punto (x;, y) en el
disco con x;< x, y dejemos que C sea cualquier trayectoria
C; desde (a, b) hasta (x;, y) seguida por el segmento
rectilineo horizontal C, desde (xi, y) a (x, y). Entonces,
(x1,y)
flx,y) = fclﬁdf—i-fczﬁdf: f Fdf+fczﬁdr-
(a,b)

Observe que la primera de estas integrales no depende de x,
de modo que

af( )—o+afF‘d-—ade+d
ox oY) =045 ) Fdr=g) PdetQdy

si expresamos a F en su forma diferencial F(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)).

Luego, en (3, y es constante, de manera dy = 0. Usando ¢ como parametro, donde x; <t < x
tenemos

af( )—af Pdx+Qdy= afxp(t )dt = P
0x 6y T Ox C, x Q—ﬁ"ax % 24 =Pxy)

de acuerdo con el primer teorema fundamental del calculo integral.

Si ahora realizamos un razonamiento similar, pero utilizando un segmento vertical, se

demuestra con facilidad que y
of g . 2 a (Y
—(x,y)=—) Pdx+Qd =—f Q(x,t)dt
5y N =5 J . Y=,
=Q(xy)
0

Por lo tanto, F(x,y) = <Z—£ (x, y),Z—i (x, y)) = Vf,

entonces F es conservativo  (q.e.d)
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Queda pendiente dar respuesta a la siguiente pregunta: ;cémo determinamos si un campo F es
consevativo o no? O sea, /es posible establecer condiciones suficientes sobre F para que éste
sea conservativo? Para tratar de dar respuesta, veremos el siguiente teorema:

TEOREMA Sea F un campo vectorial conservativo en D, con ley
F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)), donde Py Q tienen derivadas parciales de primer orden
continuas en un dominio D, entonces en la totalidad de D

0P 9Q
dy 0x

El reciproco de este teorema es valido sélo para un tipo especial de region, una region
simplemente conexa. En términos de regiones simplemente conexas, es posible enunciar un
reciproco parcial de este teorema proponiendo una condicidon mas rigurosa sobre la regién D
donde se define el campo F.

TEOREMA Sea F un campo vectorial, con ley F(x,vy) = (P(x,v),Q(x,y)), en una

region D simplemente conexa y abierta, donde P y @ tienen derivadas parciales de

. : P _ @ ., = :
primer orden continuas y ol % en toda la region D, entonces /' es conservativo.

Este teorema (que no demostraremos) proporciona un método aceptable para comprobar que
. 2 .
un campo vectorial en R” es conservativo.

Ejemplo (a) Determine si el campo vectorial F , cuya ley damos a continuacion, es
conservativo o no lo es:

F(x,y) = (3 + 2xy,x? — 3y?)
(b) Si su respuesta es afirmativa, encuentre una funcion f'tal que F =V .

(c) Evalue la integral de linea j F.dr, donde C es la curva definida por 7:
C

7(t) = (e'sent,efcost), 0<t<m

SOLUCION

(a) Si P(x, ) =3 + 2xy, y O(x, y) = x’ — 3)°, entonces
oP  dQ
—=—=12x
Jdy Ox

Ademas, el dominio de F es todo el plano (D = R?), que es abierto y simplemente conexo.

Por lo tanto, aplicando el ultimo teorema, podemos afirmar que F’ es conservativo.
(b) Como F es conservativo existe una funcién f tal que Vs =F , es decir,

felx,y)=3+2xy fy(x,y)=x2—3y3

Al integrar a f, con respecto a x, obtenemos

fey) =3x+xy +gH)
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Notemos que la constante de integracion es una constante con respecto a x, es decir, una
funcién de y, que llamamos g(y). Si luego derivamos ambos miembros de esta ultima
expresion con respecto a y tenemos

[ y) =X +g'k)

Pero como f,(x, y) = x’ — 3 )’ entonces g’(y) = —3)”. Ahora, integrando g’ con respecto a y
obtenemos

g =’ +K

donde K es una constante. Sustituyendo esta expresion en la ecuacion de f(x, y) hallada mas
arriba, finalmente podemos dar un conjunto de funciones potenciales f'tal que V/ =F:

fvy) =3x+xy-y +K

(c) Como F' es conservativo, para evaluar la integral de linea J.F .dr podemos usar el
C

Teorema Fundamental de las Integrales de Linea. Para ello, basta con saber cudl es el

punto inicial y el punto final de la curva C, es decir, 7(0) = (0, 1) y 7(1) = (0, —").

Obviamente, en la expresion para f(x, y) hallada en el item (b), cualquier valor de
constante K servira, por lo tanto, K = 0. Con todo, tenemos

[Far=[Vfdr=f0-)-f00)=c"(-)=e"+1

Como se ve, este método es mas sencillo que el método directo para evaluar las integrales de
linea.

Los resultados que hemos obtenido en estd Ultima seccion nos permiten dar las siguientes
propiedades de los campos conservativos.

Propiedades de los campos conservativos

. = . . . . 2 e i
1.- Si F' es un campo vectorial continuo en un conjunto conexo abierto D de R” entonces F' es

depende de los extremos de la curva C).
B — _
* En este caso la notacion, I Py F .dr, resultala mas conveniente.
______________________ B _ _
cualesquiera A(x; y;) y B (x2; y2) en D, setiene que L Fdr= f(B) - f(A) cualquiera
sea la curva C regular a trozos que una A con B.
(Observar que esta propiedad es la andloga de la Regla de Barrow: la integral de linea

desde A hasta B es igual a la “primitiva” en el extremo menos la “primitiva” en el
origen.)
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3- Si F(x;y)= (P(x;y); O (x;y)) es un campo vectorial derivable con continuidad en un
conjunto abierto D de R* entonces

a) F conservativo en D conexo = — (x;) = — (x,;y) ; V (x;y) € D.

...................... 6y ox

b) D simplemente conexo y — (x;y) = = (x;3); V(x,y) e D = F conservativo

oy Ox 770 VWA T AR

4.- Si F esun campo de fuerzas conservativo en un conjunto abierto y conexo D entonces
el trabajo a lo largo de cualquier curva cerrada es cero; o equivalentemente, es independiente
del camino. Asi:

wazjj F.dr = fX)-f(A)

X

) Fdr =-UX)+ U(A)

WAX:I

X —  _
- Por otro lado vimos que: WAX:IA F.dr = Ec(X) -Ec(A)

Luego hemos obtenido un conocido resultado de la Fisica:
Ec(X) + UX) = Ec (A)+U (A) (cte)

que establece que si un objeto se mueve desde un punto A hacia otro punto X bajo la
influencia de un campo de fuerzas conservativo, entonces la suma de su energia potencial y de
su energia cinética es constante. Este enunciado recibe el nombre de ley de la conservacion
de la energia, y es la razon de que el campo vectorial se llame conservativo.

13.2.6 Integral de linea con respecto a la longitud de arco

Se refiere a la integracién sobre una curva C de un campo escalar f; (f: R" - R, n=2 0 3),
definido y acotado sobre la curva C. )
La curva se da por su ecuacion vectorial: r(2)=(x(t); y(t)), (n=2).

La notacion usada para indicarla es: [ cJx, y) ds, ds = diferencial de arco.

B> Si r define una curva regular entonces esta curva es, segin vimos en capitulos anteriores,
una curva ‘rectificable” y su longitud “s”, para ¢ € [a.b], esta dada por :

S=I:\/(x'(t))2+(y’(t))2 dt = szj: r(t)].dt
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Si el extremo superior de la integral varia en [a, b]
queda definida una funcién (la funcion integral). Esta V
funcion, en este caso y para cada ¢ € [a; b], da la
longitud de la curva determinada al variar ¢ en el
intervalo [a, c], o sea del arco AP.

Esta funcion se llama funcion longitud de arco.

s(c) =j;g/(x'(t))2 +(Y() dt = j ¥ (1)ldt

Acorde al Primer Teorema Fundamental del Calculo Integral tenemos que la derivada de esta
17'(1)‘.

Como ds=s(?) dt, tenemos finalmente que el diferencial de arco es: ds = ‘ r'(t) ‘ dt.

funcion es la funcion integrando calculada en el extremo superior. Asi: §'(7) =

DEFINICION: integral de linea con respecto a la longitud de arco

Sea fun campo escalar definido sobre una curva regular C, dada por la funcion vectorial

r con ley r(t)=(x(t); y(t)), entonces la integral de linea con respecto a la longitud de
arco es

[of ey ds= [ fEO)S@Odt 6, [,y ds = [ 10).10) K OF +(/0)) d

donde ds es el diferencial de arco definido mas arriba.

Las integrales de linea con respecto a la longitud de arco se presentan en problemas relativos
a la distribucion de masa a lo largo de una curva, determinacion del centro de gravedad,
momento de inercia de un alambre con respecto a un eje, y otras cuestiones en las que se
estudia el comportamiento de un campo escalar a lo largo de una curva.

Ejemplo

(a) Demostrar porqué puede calcular el éarea de la
superficie § definida por el campo escalar fy la curva
plana C que se muestran en la figura adjunta (en lineas
punteadas), utilizando la siguiente expresion:

2 X2
p=| [1-—"—d
J;) 4—x2

La ley de fes f(x;¥)=1 y la curva C corresponde a un

arco de circunferencia de radio 2.

(b) Encuentre el valor del area solicitada utilizando la expresion que le resulte mas
conveniente. El resultado hallado utilizando la expresion del item (a); ;es el area
solicitada?

Ry
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SOLUCION

(a) La curva C se puede definir a partir de la funcion escalar A, de ley A(x) = V4 — x2, con
x € [0, 2].

De acuerdo a lo visto en la seccion 10.4.1, un problema geométrico notable que resuelve la
integral de una funcidn escalar es el calculo de la longitud L de una curva C. Para ello, se
propone la siguiente expresion:

2
L= f 1+ (h'(x))%dx
0

, -x ., .
En nuestro caso, como /’(x) = Ny la expresion anterior se transforma en
—-X

2
L= f =P
0
que es igual a la ecuacion del ejemplo.
Al resolver la integral, obtenemos la longitud de C
2 2
fo 2 X arcsen(2 X) . 4 s

que no es otra cosa que un cuarto de una circunferencia de radio 2.

Sin embargo, el ejemplo nos pide demostrar porqué m es también el area de la superficie
S. Desde una perspectiva geométrica, podriamos proponer la siguiente ecuacion para el
calculo del area de S:

area (S) = base.altura=L.1=L=m

Este resultado no es una casualidad, sino que esta intimamente ligado a una propiedad de
las integrales de linea de los campos escalares:

“la integral de linea de un campo escalar f con respecto a la longitud de arco admite una
interpretacion geométrica cuando el campo escalar f se define positivo sobre la curva C. En
ese caso, como para una integral simple ordinaria, se interpreta la integral de linea de una
funcion positiva como un area’.

En el ejemplo, como f{x, y) > 0, [ cJ(x, y) ds representa el area de la “cerca” o de la “cortina”
(S en la figura), cuya base es C'y su altura es f(x; y)=1.

Si ahora calculamos la integral de linea del campo f'sobre C, dada por su forma vectorial
7(t) = (2sent, 2cost), t[0, /2],

T
fC h (x,y)ds = JZ f(2sent, 2cost)./ (2sen't)? + (2cos't)?dt
0
T

T

2 2 >
= J. 1.4/(2cost)? + (—2sent)?dt = f 1Vade=2t|2=n
0

0

Notemos que en este caso debemos prestar atencion al sentido de recorrido de la curva C
para poder definir correctamente los extremos de integracion.
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(b) Observemos que los resultados obtenidos para las integrales de la funcion escalar y del
campo escalar son iguales, pero en el caso de la ultima expresion hemos calculado el area
de una superficie, mientras que el resultado de la primera corresponde a la longitud de una
curva. Sus valores son iguales, pero conciernen a magnitudes diferentes. Finalmente, en el
ejemplo es mucho mas sencillo el calculo de la integral del campo escalar f definido sobre
C, por lo tanto, podemos usar esta estrategia para calcular longitudes de arcos de curva,
siempre y cuando tengamos muy presente lo recién discutido.
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13.3 Actividades

13.3.1 Integrales Dobles

1) A) Calcular las siguientes integrales iteradas y graficar en cada caso el rectangulo sobre
el que se integra.

a) j‘j‘x\/?dxdy b) jj()@ y’ + 3xy?) dxdy
00 -10
21 In2 In5

C) .”(x +y)* dxdy d) I Jez"_y dxdy
10 00

B) Calcular nuevamente las integrales dobles de los items a) y d) cambiando el orden
de iteracion. Concluir.

Ayuda:

@ *) JSU?::

cte

312
.\E dyJ dx :j: (% xX.y? de =

s . s TR, 32
) (g.x.zz—g.x.o)dx:jo( 2.8.x )dx = %ﬁ.% =3 16="32

) [I, x-Jy dedy =[] [y a) ay = L@;x'*@ dx] ol {x
B .[02 (§\E (z)\r)dy .[ 80y Jdy =

—83.8-830= 08 = 02.2=2 2

8%.y%

2) Calcular las siguientes integrales dobles sobre las regiones que se indican.

2,y _ -
a)jRj(xy +7) dd R={(xy)/2<x<3;-1<y<0}

b)jj x seny dA T={(xy)/ 1<x<4 -m2<y<0}

1
)” ﬁdA S={(x,y)/ -1<x<2; 0<y<l}

3) Hallar el volumen del solido que esta bajo el plano z =2x +5y +1 y por encima del
rectangulo R = {(x; ) /-1< x<0; 1 <y <4},

4) Encontrar el volumen del solido que esta bajo el paraboloide circular z = x>+ y* y
encima del rectangulo R =[-2; 2] x [-3; 3].



276

5) Determinar el volumen del solido acotado por la superficie z = xVxZ + v,y los planos
x=0, x=1, y=0, y=1 y z=0.

6) Encontrar el valor promedio de f(x, y) sobre el rectangulo de vértices (-1,0), (-1,5),
(1,5) y (1,0), siendo f{x,y) = x°y.

7) Graficar en cada caso la region sobre la que estan planteadas las integrales. Calcular
las integrales:

1 14x

a) HA xdxdy b) jj (2x-3y?) dxdy

0 1-x

8) Dibujar la region de integracion y cambiar el orden de integracion.

1 x 1 2—y
a) [[ fx.y)dxdy b) [ | £xy)dxdy
00 0 )2
) 4 2
o [ | fx.y)dxdy d) [ | fexy)dxdy
0 2x-1 0y/2
9) Evaluar las siguientes integrales dobles.
a) [[(x—2y)d4 D={(x,y)/1<x<3; 14+x < y <2x }
D
b) II X da Dz{(x,y)/lﬁyé2; y < x< y3}
y
D
c) _”xcosydA D regiénacotadapor y=0,y=x*,x=1
D
d) ”4y3 dA D regiénacotadapor y=x-6,y° =X
D
e) ” xydA D partedeldiscoqueseencuentraen el 1°* cuadrante,
D
concentroen (0,0)yradiol
) [[erda D tridngulode vértices (0,0), (1,4) y (6,0)
D
2) ” (x+y)dA D, laregiondela figura
Dl

h) H dA D, la regiondela figura
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10) a) Calcular ”. f(x,y)dxdy siendo f(x,y)=1y R laregionlimitada porlascurvas y=2-x’e y=x
R
Calcularel areadela region R y compararlos resultados
b) Calcular J]R f(x;y)dxdy siendo f(x;y)=1 yR={(x;y)/a<x<b; f(x)<y<g(x)};iquéseobtiene?
c¢)Calcular HR f(x;y)dxdy siendo f (x;y)=5 yR={(x;y)/ 0<x<3; 0<y<+/9-x*} ; qué se obtiene?

11) Determinar el volumen del solido determinado por el paraboloide z = x* + | los
planos, x=-2; x=2; y=-3;y=3 y el planoz=10.

12) Determinar el volumen del sélido bajo la superficie z = xy y encima del tridngulo de
vértices (1,1), (4,1) y (1,2).

13) La integral doble de f, IID f(x;y) dxdy, se reduce a la integral reiterada

IOI [If f(x3y) dx:| dy ; se pide:

a) determinar y graficar la region D.
b) plantear la integral invirtiendo el orden de integracion.
c) resolver si f(x,y) = x+y.

14) La integral doble de f, IID f(x;y) dxdy, se reduce a la integral reiterada

1| py25-y? ,
Io { 4y f(xy) dx} dy ; se pide:
3

a) determinar y graficar la region D.
b) plantear la integral invirtiendo el orden de integracion.

15) Calcular la siguiente integral si f(x; y) = cos (%),

[’ U}X f(x:y) dy] ax o+ U} f(x:y) dy] dx

16)
a) Grafique la region D, del plano xy, cuya frontera esta formada por el segmento de recta
x =2.sen(t) Vs
ue une los puntos 4(2,0)y B(0,3) y la curva de ecuacion 0<t<—
a P (2.0)y80.3) ¥ {y:3.cos(t) 2

b) Evalie [[2xy dd
D

c) Sea A(D)= ”f(x, y)dA el area de la region D, proponga f y calcule dicha area.
D
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17) Dado el grafico de la funcidon impar g y marcadas las regiones R; y R, tales que

R,UR, =R, indique si las siguientes proposiciones son Ty

VerQaderas o falsas. TN\ &

Justifique cada respuesta. N
e v
N

a) '”.dAJr'UdA:O A

b) j g(x)dx+ I g(x)dx=

—a

c) H dA= 2I g(x)dx

d) Si f(x,y)=k, k<R entonces _”f(x y)dA= 2_Uf(x y)dA
RZ

e) Si 7 es continua en R entonces 'U f(x,y)dA= 2” f(x,y)dA
R2

18) Se emplea un material de densidad variable para construir una placa delgada que
ocupa una region triangular 7' del plano xy ([x] = [y] = e¢m) con vértices en (0, 0), (2, 1),

(0,3).

a) Calcule la masa m de la placa siendo m = J]p(x,y).dA y p(x,y)=x+y la funcion
T

densidad ([p]=mg/ cm?)

b) Dado que la densidad pes la masa de la placa por unidad de superficie, calcule la

m
densidad promedio pp =—F———
Area(T)

¢) Escriba una expresion que le permita calcular el valor promedio de cualquier campo
escalar continuo f definido en una region D del plano.

d) Halle el valor promedio de fsobre el rectangulo de vértices (-1,0), (-1,5), (1,5) y (1,0),
siendo f{x,y) = x°y.
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13.3.2 Integrales de Linea

Integrales de linea con respecto a la longitud de arco.

1) Calcular las siguientes integrales respecto a la longitud de arco:

a)j&ds c:(" Yoo<t< b) jds c:(X 0<t<l1
c) J-X y* ds C:mitad derechade la circunferacia x*>+y? =16
C

d) IX(1+4y)ds C:arcodela parabola y=x> desde (-2,4) a (1,1)
C

e) J.( x-y)ds C:segmentosderecta de (0,0) a (2,0) y de (2,0)a (3,2)
C

Campos vectoriales.

2) Indicar el dominio de los siguientes campos vectoriales y determinar si es
a) abierto, b) conexo, c¢) simplemente conexo

1- F(X,y)=Xxi+Yy]j 4- F(x,y)=cos(x/y)i+Yy]
2- F(xy) = In(x) i+In(y)j 5- Fuy)=(x +y7 =15 [4-x"=»" )
3- F(xy) = 1N 6- F(xy)= (In(x-y); xy)

3) Hallar el campo vectorial gradiente de f: Vf (x,y).
@) flxy) = ¢ cosy b) fx.y) = sen (2x-3y)
¢) ftxy) =xin(y-x) d) flxy) =xy’/ (x+y)

Integrales de linea de campos vectoriales.

4) Siendo F (x,y) = (x*y)i-(xy)j y r(t)y= € i+ t' j calcular IF.df 0<t<lI
C

5) Calcular J.F dr a lo largodelascurvas a)y=2.x> y b)y=4x
C

desdeel punto(0,0)hastael punto( 2 ;8 ) paracadaunode los siguientescamposvectoriabs
) F(x,y)=(y; x)
i) F(x,y)=(3x;2x-y)
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6)
a) Para F(x,y)=(x+y; y); A(1;2); B(3;5) calcular IFdf primeroa lo largo
C

del segmento que une A con B y luego, sobre el mismo segmento, pero desde B
hacia A. ;Qué observa?

b) Para F(x,y)=(P(x;y); Q(x5y)) ; A(x;3y)) 5 B(x;;y,) demostramue
J. F.dr = - J. F.dr siendo C el segmentode recta que une A conB.
Caa

CB4

Sugerencia: para r, tomarel punto A y el vectorAB; parar. tomarB y BA

7) En cadacasocalcularla integralde linea del campovectorialdadoa lo largo del caminoque
seindica:
a) Fy)=("-y; y'=x) ; r()=(";t) 0<t<I

2 2

b) F(x,y)=(x+y; x-y) alolargodeaclipse XT + % =1, recorridaen sentidoantihorarp.

8) Calcular '[C (2x-y).dx+(x+y).dy siendo C la curva:

y=x*+1

9) Calcular J.(X -y)dx+(2-x+3y)dy siendo C el tridngub de vértices(1;1),(2;4) y
C

(3;3)recorridoen sentidohorario.

10) Siendo F(x,y)=(x’, y) calcular IF dr desde el punto A(0,0) hasta el punto B(1,1)
C

a lo largo de:
a) el segmentoqueunedichospuntos
b) el caminoqueconsisteen dossegmentosconsecutivos de extremos A, C(1,0) y B.

¢) lacurvay=x’



281

11) Determinar si F es un campo conservatvo. Si lo es, encontrar¢ tal que Vo=F

a)F(x,y)=(2x-3y)i +Q2y-3%) j b) F(x,y)=(3x* -4y) i +(#y’ —2%) ]
¢)F(x,y)=(2xseny; x’cosy —3y?) d) F(x,y)=(ye* +seny; e* +Xx.cosy)
OF (xy)=(2.y ~12¥°y))i +(4xy-9xy)j  DF(xy)=(x*+y; x)

12) Calcular
a) j 2.xsenydx + (x*.cosy-3y*)dy siendo C cualquiertrayectora desde(-1,0) hasta (5,1)

C
b) j (2y* —12x’y*) dx+ (4xy—9x*y*) dy siendo C cualquiertrayectora desde (1,1) hasta (3,2)
C

c) IT: dr siendo F(x,y)=2x.y i+3.xy°j vy r()=senti+ (+1)j] 0< t<a2
C

13) Sea F(x,y)= w =P(x,y)i + Q(x,y)j a) Probar que P_Q
x4y oy
b) CalcularIF.df y IT:.df para C, y C, mitad superiore inferior respectivanente
G G

de la circunferacia X +y”>=1 y para ambos casos desde (1;0) a (-1;0).

c) La integral IT.df (es independiente de la trayectoia?
C

14) Determinarel trabajorealizado por el campode fuerza F(x,y)=(x; y+2) al mover un objeto
a lo largo dela cicloide r(¢)=(t-sent)i+(l-cost)j ; 0<t<rx

15) Hallar el trabajoque efectuael campode fuerza F(x, y) = x.senyi+y j sobreuna particulaque

semueve a lo largodela pardbola y =x*> desde(-1;1) hasta (2;4).

16) Principiode trabajo y energia. Si con E.(t) indicamosla energiacinéticade una particula

demasa"m",en el instantet, la cual semueve bajo la accionde una fuerza F , confuncionde
r'(7)

porla 2daley de Newton,Ja fuerza aplicadasobrela particula es igual a "masaporaceleracin"

posicionr (t) y rapidez v(t)= , tenemosque: E. (t)=1.m.v’(t). Teniendoen cuenta que

(F(r(t)=m.r"(t)=mv'(¢)) demostrar qué'el trabajorealizado por F duranteunintervalo
de tiempo es igual a la variacion de energia cinéticaen el mismomtervalode tiempd'.

Considerar que: ;lt(v.v Y=2V'Vv  yque v.v=V

17) Calcular la masa M de un muelle que tiene forma de hélice cuya ecuacion
vectorial es r(t) = (a cos t; a sent,; b.t) si la densidad en cada punto es oO(x,y,z) =

x> +)y°+2° y se sabe que M=IC 0. ds
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13.3.3 Miscelanea

=
o
3>

1) Un objeto se desplaza a lo largo de la curva

o

y (metros)

C que se muestra en la figura (linea continua),

desde A (2; 0) hasta B (8; 6) por accion de un 8
campo de fuerzas F. Las intensidades de los ’ 9 /

vectores en el campo de fuerza F se miden en

(v}

Newton segin las escalas en los ejes.

Considerando la situacion presentada, indica si

/ig
las siguientes afirmaciones son verdaderas o i
falsas justificando tu respuesta: ) /I / /
a) El trabajo realizado por el campo F al ) / )

0 4 5 6 7 9 10
e X (metros)

Sy

mover el objeto a lo largo de la curva C es
siempre positivo

b) El trabajo que realiza F sobre el objeto a lo largo de la curva C es aproximadamente 6
Newton por metro. (Ayuda: divide la curva en 6 segmentos de longitud 2 y utiliza la
definicion de integral de linea para aproximar el resultado).

¢) Indica si la siguiente proposicion resulta verdadera y justifica tu respuesta:
IF‘ .dryg =J.F’ dry = F es conservativo en R’ (D es la curva que se muestra en el
C D

grafico en lineas punteadas).

1 1

d) Muestra que el trabajo realizado por el campo E(x;y)=(— ; ara
) q j p po E(x; ) =( y—x—z’y—x—z) p

mover una particula de 4 a B, a lo largo de la curva C es menor que el realizado por el
campo de fuerza F'.

¢) Define un conjunto que contenga a los puntos 4 y B, donde E sea conservativo.

2) En el grafico adjunto se muestra un campo de

fuerzas F para algunos puntos de su dominio. Si

?(t)=(—t;_T4) cont e [-4;-1], E(a)=(a;a)

cona €[l; 4]y q_(ﬂ)=(ﬂ;5—ﬂ) con h €[1; 4] :
a) Grafica las curvas asociadas a las funciones

vectoriales anteriores en el grafico dado indicando

el sentido de recorrido de las mismas.
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b) Decide si el trabajo realizado por el campo de fuerzas para mover una particula segin
las trayectorias definidas por las funciones vectoriales dadas es positivo, negativo, cero o

no se puede asegurar. Justifica tedricamente tu respuesta.
: — T 11 : .
¢) Si la ley del campo de fuerzas F es F(x;y)=(—;—), calcula el trabajo realizado
Xy

por dicho campo a lo largo de la trayectoria definida por s.

d) Decide si la siguiente proposicion es verdadera o falsa justificando tu respuesta:

If‘(x; y)dr = j'F(x; y)dgq siendo C la curva definida por r y D la curva definida por
C D

q.

3) Sea F el campo vectorial del problema anterior, y C; y C, las curvas asociadas a
las funciones E(a)=(a;a2) a € [1; 21y Ht)=(—t2)con t € [- 5; -1],
respectivamente. A partir de la definicion de integral de linea de un campo vectorial

sobre una curva regular, explica por qué I F.ds)0 mientras que j Fudr(0
G 2

4) La figura muestra un campo vectorial H y dos
curvas C; y C, (ambos ejes estdn en la misma
escala). Las integrales de linea de H sobre C; y C,,

,son positivas, negativas o nulas? Justifica.

5) Teniendo en cuenta la formula de calculo de la integral de linea:

a) Muestra que IF'dFZIPd-’C"'Qdy, siendo F(x’y):(P(x,y),Q(x’y))
C C

b) Evalua las siguientes integrales curvilineas:

by) J‘F.df, siendo F(x,y)z(cos(x),sen(y)) y F(t)=(r3,t2),te[0,1]
C

by) Ixydx+ yzdy, siendo C la curva definida por
C

7(£)= cos(t)i + sen(t) ] ,t [0, g]
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b3) j(x—y)dx+ xydy siendo C el arco de circunferencia de ecuacion: x’ +y2 =4
C

desde (—2,0) hasta (2,0) recorrido en sentido horario.

6) Siendo C; y C;las curvas esquematizadas, C = C; U C,, C; "
(&}

la curva C; con orientacion opuesta y F y G definidos y

.. . : Ci
acotados sobre cada curva, calcula las siguientes integrales,
justificando tu respuesta con los conceptos tedricos’

correspondientes:

a) jG.dr,sisesabeque I(5F+4G)f=7 y IF.dF=3.
G

C, C,
b) IF,dr, si se sabe que J.F.dfzj’ y IF.df:IO,
C.
: C, C

c) jG_dr, si se sabe que Ié,df=—9.
C.
3 Cz

- 1 9
d) IG.dr‘,si se sabe que I6G,d;7=_12 y IEG.dif':E,
¢ & C;
7)

a) Evalua J‘Fd? siendo F(x,y)=(2xy,x2)y C la curva:
C

a;) de ecuacion y = x2 —1 desde el punto P(—1,0) hasta el punto Q(2,3)
ay) formada por dos segmentos consecutivos que unen los puntos P, M(0,3), Q en ese

orden.

b) EvalﬁaIF.df siendo F(x,y) =(y—x,ey) y C cada curva definida en el item
C

anterior.
¢) Explica por qué la integral de linea del item a) tiene el mismo valor para las dos

curvas.

8)

a) Evaltua la integral del ejercicio anterior (item a) aplicando el teorema que da la

condicion suficiente para que IF .dr sea independiente de la trayectoria.
C
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b) Demuestra, utilizando el teorema mencionado en el item anterior, que la integral de
linea de un campo vectorial conservativo F a lo largo de una curva suave cerrada C

contenida en el dominio de F es cero.

9) Muestra que las siguientes integrales de linea son independientes de la trayectoria y

evaltalas:

a) I— 2eY72% dx + ey—Zxdy, C es cualquier trayectoria desde (0,0) hasta (1,3)
C

b) I(3x2 +y? )dx+ 2xy.dy , C es cualquier trayectoria desde (1,2) hasta (—1,1)
C

10) Determina el trabajo realizado por el campo de fuerza F para mover una particula a
lo largo de la curva C: y = sen(x), desde 4(0,0) hasta B(x,0) siendo:

o) F(x,y)=xp.i +(1=y).j b F(x,y)=[,/y+4 Zy%]

11) Determina el trabajo que efectiia el campo de fuerza F al mover un objeto de P a Q
siendo:

2
a) F‘(x,y)=(—y—2 , Z?yJ P(1,1), 0(2,-2)
X

b F(x,y)= (y. cos(x) +2x, sen(x)— 2), Py Q son los extremos de la curva definida por
F(t) = (- sen(t))d +(1=cos()).] , v <[o0,x]

c) F(x,y)z(x+3,1—y), P y Q son los extremos de la curva definida por

F(t) = (2+ 3cos@n)i +(1+ 2sen(df)j , Vi e {0%

12) Sea la region D={(x,y)69%2/y—23x34—y2, -3SyS2} y el campo vectorial

F(x,»)=(P(x,),Q(x,y)).

a) Grafica la region D

Q - a—P)dxdy, siendo fDla frontera de la

b) Verifi 4 P(x,y)dx+Q(x,v)dy = ||(
erifica que i '[3[ x oy

region D recorrida en sentido antihorario y:

b;) F’(x,y)=(1—y,x+y2) b,) F(x,y)=(yexy, xexy)
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-

13) La grafica muestra una curva § que une los puntos A(1,3)
y B(4,5) y las curvas de nivel de un campo escalar f cuyo
gradiente es continuo. Los niimeros indican los valores que

toma fen cada curva.

Evalua la integral: IW Adr
S

14) Sea W =F , donde f(x;y)=sen(x—2.y), encuentra dos curvas C; y C; que NO

sean cerradas y satisfagan: a) [F.di=0 b) [F.di =1
8] %)
= - .;'+x._' r -
15) Siendo F(x,y)= % = P(x; )4+ 0(x;p).j
X" +y

a) Indica el conjunto mas amplio donde esté definido F ( Dy

).

ﬁ

b) Prueba que:

-2 YwneDp

b) 5 ox

b>) Iﬁdf = Iﬁdf siendo C; y C, las mitades superior e inferior de la
G Gy

circunferencia de ecuacion x° + y> =1 recorridas desde A(/, 0) hasta B(-1, 0)
¢) ;Contradice lo probado en el item anterior alguna propiedad o teorema? Justifica tu

respuesta.

y . X
xy+1 x.y+1

16) Siendo F(x3)=(

a) Indica en cudl de los siguientes conjuntos el campo vectorial F es conservativo:
I {(x,y)eiRz/x.y<O A y>0}
IL {(x,y)eiRz/x>0 A y<0}
L. {(x,y) eR /x>0 A y>0 }

b) Encuentra g, una funcion potencial del campo F', definida en el conjunto elegido en el

item anterior ( Domg ).

¢) Siendo C, = {(x,y) € Dom, lg(x,y)=1 A 1<x<e } explica por qué ﬁ’.dl_f =0
G

d) Calcula Iid; , si C; esta definida por E(t)=(t,t2),te[1,2]
&)
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17) Las particulas cargadas, en reposo o en movimiento respecto a un sistema de
referencia, con su sola presencia modifican las propiedades del espacio que las rodea
generando un campo electromagnético que queda representado por dos campos
vectoriales: E denominado campo eléctrico y B denominado campo magnético. Cuando
las cargas estan en reposo con respecto a cierto sistema de referencia, el campo eléctrico

no depende del tiempo y recibe el nombre de Campo Electrostatico. En esta situacion, en

cada punto P(x, y, z) del espacio, el campo electrostéticoE =E(l_’) solo depende de r,
vector posicion del punto P donde se mide el campo.

En el caso de un campo electrostatico producido por una carga puntual @ en reposo con
respecto a cierto sistema de referencia en el plano xy cuyo centro de coordenadas coincide
con Q, y siendo P(x, y) un punto de dicho plano donde se ubica una carga de prueba ¢, el

L (k
r2

campo eléctrico generado por la carga Q y medido en P viene dado por: E( r )=
constante y =‘i_' ‘).
A partir de la informacion dada:
a) Expresalaley de E en funcion de las coordenadas del punto P.
b) Indica y grafica una region del plano xy que contenga a los puntos A(1, 1) y B(2, 4)
donde el campo E sea conservativo. Justifica tu eleccion.
¢) Encuentra una funcion potencial para E justificando tu planteo.
d) Calcula el trabajo realizado por E al mover una carga puntual ¢ desde:
d;) A hasta B a lo largo del arco de parabola de ecuacién y = x’.

d>) B hasta A a lo largo de un segmento de recta.
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