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UNIDAD N° 1: NUMEROS REALES

CONJUNTOS NUMERICOS
NUmeros naturales:
El desarrollo del concepto de numero fue un proceso largo y lento, que se produjo en el marco del
desarrollo cultural humano tan tempranamente como el uso del fuego. Nuestros antepasados
primitivos se han visto en la necesidad de contar y registrar cantidades. Este fue el origen del
concepto de nimero natural. Actualmente lo representamos como un conjunto, es decir, como una
coleccion de elementos y lo notamos de la siguiente manera:
El conjunto de los nimeros naturales: N={123 ..}
En este conjunto N, se pueden realizar sumas y multiplicaciones cuyos resultados se encuentran
en el mismo conjunto, (se dice que la suma y la multiplicacion son operaciones cerradas), pero
no ocurre lo mismo con la resta.
La aparicidn del cero como nimero se debe a los hindues, como simbolo para notar la posicion
vacia, introduciendo su notacion redonda similar a como lo conocemos hoy en dia. Sin
embargo, se debe a los arabes que su uso fuera popularizado e introducido en occidente durante
la Edad Media.

NuUmeros enteros:

Por ejemplo ;qué ocurre si queremos restar 5-9?, no es posible en este sistema de nimeros.
Esta situacion se presenta muchas veces, por ejemplo, en las transacciones comerciales cuando
se genera una deuda. En el siglo XVII, los mateméaticos comenzaron a considerar las deudas
como numeros. De aqui surgen los nimeros enteros negativos. Los enteros negativos y enteros
positivos, junto con el cero forman el conjunto de los nimeros enteros que designaremos Z.

El conjunto de los ndmeros enteros: Z ={..,3,-2,-1,0, +1, +2, +3,...}

Podemos asignar, a cada namero natural, un entero positivo puesto que, por ejemplo, al nimero
natural 3 podemos anteponer un signo positivo y representarlo como el entero +3. En este sentido,
decimos que el conjunto de los nimeros naturales esta contenido en el conjunto de los nimeros
enteros y notamos:

Nc Z

En este conjunto, la suma, la resta y la multiplicacién son cerradas, no asi la division.



NuUmeros racionales:

Existen situaciones que no encuentran respuesta dentro del conjunto de los enteros. Las
primeras civilizaciones egipcias tenian un sistema econdmico y social de la monarquia
faradnica que, por la falta de moneda, implicaba el reparto de los bienes de consumo. En los
antiguos papiros es posible encontrar problemas tales como: “dividir 7 panes entre 10
hombres”. Surge asi el concepto de nimero racional.

Un namero racional es aquél que puede escribirse como el cociente de dos numeros enteros p
y q siendo q # 0.

Q= { I peZ ,qe Zyq=#0}

P
q

. 3 , . , .
Por ejemplo, = es un ndmero racional porque 3y 5 son nimeros enteros. 0 es racional

0
porque puede expresarse como =y ambos son enteros

¢Qué significa que dos nimeros racionales son iguales?

Seanp,p €Z ,q,q9 eZ-{0}, %=Z—: e pq=p.q

Por ejemplo, % = 2 yaque 3.4 =62 =12
Notar que a cada nimero entero puede asignarse un racional. Por ejemplo, +3 - % = g = §

Resulta: Nc Z cQ

Los nameros racionales sirven también para medir algunas longitudes. Tomando un segmento

como unidad, es posible comparar algunos segmentos y dar su medida. Por ejemplo,

b =



NuUmeros irracionales:

Los pitagoricos (comunidad matematica griega del siglo VI a.C.) creian que la esencia de todas
las cosas, era explicable en términos de propiedades de los nUmeros naturales y de sus razones.
Sin embargo, las bases de su fe fueron derrumbadas al demostrar que no es posible medir la

diagonal de un cuadrado tomando su lado como unidad. Utilizando el Teorema de Pitagoras

resulta que la respuesta es J2.

El teorema de Pitagoras nos dice que, si un tridngulo es rectangulo, la medida de

su hipotenusa (h) al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de la medida de
sus catetos (c1y cz2):

2 .24 2
h* =c{ +c;

En el cuadrado, los lados miden 1 (catetos del triangulo) y hay que averiguar su

diagonal que es la hipotenusa del tridngulo:

h2=12+12>h2=2>h=12

Y este nimero no es racional, pues no puede expresarse como fraccion. (\/E =1,414213562 ...).

Surge un nuevo conjunto de nimeros, los irracionales. Se definen como aquellos nimeros que no
son racionales. Se simboliza I. Los nimeros —\/§, 7, e son irracionales. Notar que el conjunto de

los racionales y el conjunto de los irracionales no tienen elementos en comun.

NuUmeros reales:

Luego, la medida de cualquier segmento serd un ndmero racional o un numero irracional. Si
tomamos una recta horizontal, ubicamos en un punto de la misma el 0 (origen) y a la derecha del 0
ubicamos el 1, podremos asignar a cada punto de la recta un nimero. Si el nimero es positivo,
estard ubicado a la derecha del cero y si es negativo a la izquierda del 0. Este nimero se llama
coordenada del punto. Segun la medida desplazada y el sentido del desplazamiento, establecemos
la correspondencia entre punto y niumero. Llamaremos a estos nimeros, que completan la recta,
nameros reales y simbolizaremos con R.

Observarque Qc R el c R

B | =
S
5



ACTIVIDADES:
Ejercicio 1:

Dada la siguiente tabla:

0

355/113

a) Marcar, si es posible, a qué conjunto/s pertenecen los nimeros de la primera columna.

b) Escribir los nimeros reales racionales de tres maneras distintas.

c) Expresar cada nimero racional en notacion decimal.

d) Ordenar todos los nimeros reales en forma creciente.

Ejercicio 2:

a) Representar en una misma recta numérica los siguientes nimeros reales:
> -2 125 V3 25 2 -2 29

b) Ordenarlos en forma creciente

Ejercicio 3:

Indicar qué numero real se corresponde con cada punto de la recta:

o
*re
*

N
O=+
—
g

b 4



b)

0 1/4

R J
e

REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES
Se puede usar la representacion decimal para representar a los numeros reales.
Los numeros racionales pueden expresarse con una representacion decimal finita o con una

expresion decimal periodica.

Por ejemplo: % =15 3 I; % =0,333...=0,3 10 3

10 1,5 10 0,33..
0 1
/

En una expresion decimal periodica el grupo de cifras decimales que se repiten se llama periodo.

¢Se pueden representar todos los nimeros que conocemos mediante una expresion decimal
finita o periodica? No, todo numero cuya expresion decimal es infinita no periédica constituye
un namero irracional.

Por ejemplo:  5,13133133313....... 0,12345678910111213....

Nota: EI sistema numérico que usamos se llama decimal, o sistema de base 10, porque en este
sistema cada entero positivo esta representado como una suma de potencias de 10.
Ejemplo: 105=1.10% + 0.10 + 5.10°



¢Coémo pasar un namero racional representado en forma decimal a fraccion?
Ejemplos:

Si es un namero decimal periddico:

a=21 b =1,09
10a = 21,1 10b = 10,9
10a—a=21,1-21 100b = 109,9
9a = 19 100b — 10b = 109,9 — 10,9
19 90b =99
) 9
~ 19 ~ 90
“1=3 s 11
Si es un nimero decimal no periddico: ' 90 10
c=26
10c = 26
2613
‘TS

ACTIVIDADES:

Ejercicio 4:

Hallar una representacion decimal de los siguientes nimeros racionales:
1

a) Pl

2
b) 12 =

1
C)—5=

¢Es cierto que 1,5 y 1,49 son representaciones decimales de %? Justificar

Ejercicio 5:

Representar como fraccidn los siguientes nimeros decimales:
a) 0,6 =

b) 1,3 =

c) 1,45 =

d)1,2=



e) 3,25 =
f)2,5 =

¢Es cierto que todo numero periddico puro con periodo 9 es igual a un entero? Justificar.

OPERACIONES CON NUMEROS REALES
Es conveniente que ahora recordemos las propiedades que gozan algunas operaciones. La
aplicacidn correcta de las mismas, ayuda a un manejo fluido de las operaciones con nimeros

reales.

SUMA'Y PRODUCTO:

Propiedades:
Sean a, b y c nimeros reales cualesquiera. Se cumplen:

PROPIEDAD SUMA PRODUCTO

Cierre o clausura a+beR a.beR
Conmutativa a+b=b+a a.b=b.a
Asociativa (a+b)+c=a+(b+c) (a.b).c = a.(b.c)
Existencia del elemento | Existe 0€R tal que | Existe 1€R tal que
neutro a+0=0+4+a=a al=1la=a

Existencia de opuesto | Para cada a € R existe su | Para cada a € R — {0} existe
(opuesto en la suma, inverso | opuesto, —a € R que verifica | su inverso, 1/a, que verifica

multiplicativo en el producto) a+(—a)=0 at=1. El inverso
a

multiplicativo, si existe, es

Unico.

DIFERENCIA'Y COCIENTE:
- Laexistencia de un Gnico opuesto para cada nimero real justifica la definicion de diferencia
o resta de numeros reales de la siguiente manera: a-b=a+(-b)siendo aeR,be
R

- La existencia de un Unico inverso multiplicativo para cada ndmero real distinto de cero
. cps .. g . , . . 1
justifica la definicion de cociente de nimeros reales de la siguiente manera:  a:b = a. >

siempre que b=0



Propiedades:

Sean a, b y c nimeros reales cualesquiera.

neutro, no se puede analizar la

existencia de opuesto

PROPIEDAD RESTA COCIENTE
Cierre o clausura a—beR a:b:%ERsibth
Conmutativa No se cumple. Pues, por | No se cumple
ejemplo, sean a=6 y b=7,
resulta a-b=6-7= -1y b-a=
7-6 =1
Asociativa No se cumple No se cumple
Existencia  del elemento | No tiene No tiene
neutro
Existencia de opuesto Como no tiene elemento | Como no tiene elemento

neutro, no se puede analizar la

existencia de opuesto

Observaciones:
0.a=0 aelR
ab=0 < (a=0 6b=0)
=1:b=1.bt=p?

S|l TR

=0:b=0.b1=0

b=0

SeanaeR,beR

b=0

Propiedad distributiva (del producto con respecto a la suma):

a. (b+c)=a.b+a cparatodoa,b,ce R




OPERACIONES COMBINADAS

Para resolver una operacion combinada, deben seguirse estos pasos:

1. Se separa en términos (multiplicacion y division unen, suma y resta separa).

Se resuelven los paréntesis.

2.
3. Se resuelven las multiplicaciones y divisiones.
4.

Luego las sumas y restas, y se simplifica.

Ejemplo:
(3 1y V2
Q‘§»§+§=
15 4N\ 1 2
G“ﬂﬁ@*ﬁ
11 9 2
200175°
99 2
205"
99 8
20720°
107
20

ACTIVIDADES:
Ejercicio 6:

Unir cada expresién con su resultado:

14—4—-5+3-2+7—-1+4
14— (4-5)+3—(—2+7-1)+4
14—4—[5+3—(—2+7)—1]+4
14— (4-5+3)—(—2+7—-1+4)

Ejercicio 7:

18

16
12

Colocar en cada caso paréntesis donde sea necesario para que obtener el resultado indicado

a) 6.3+6:2-1=20

Ejercicio 8:

Separar en términos y resolver:

A (5+3) 55

b) 6.3+6:2-1=26

) 6.3+6:2-1 =11




0 (-2)-G-53)=
10 15 1

O3t einTiT

1002d.2+21.(2-1)=

9) 0:8§-1—5.(2 +§:1,8+1)=

POTENCIACION DE UN NUMERO REAL Y EXPONENTE ENTERO

Seanae R yneN |, ‘a” =aaa..an veces)‘ el niumero a se llama base y n exponente.

a®=1 sia=0 a" = (1/a)" si a=0

Propiedades de la potenciacién

Sean m, n nimeros enteros y a, b ndmeros reales, se cumplen:

Distributiva respecto al producto (a.b)™ = a™. b™
Distributiva respecto al cociente a\® a”
P (E) = = conb+0

Productos de potencia de igual base a.a™m = q"t™m
Cociente de potencias de igual base a”

P g — =a""™cona*0

a

Potencia de otra potencia (@™ = g™mn

Nota: Si algun exponente es negativo o cero, deben ser a'y b distintos de cero.

La potencia no es distributiva con respecto a la suma ni a la diferencia.

RADICACION
Dadosne N, n>2ya e R sellama raiz n-ésima de a, a cualquier nimero real b que verifique
b"=a

El nimero n se denomina indice y a radicando. En simbolos: Ya=b<b"=a

Observaciones:

» Cuando el indice n es impar el valor de b es Gnico y del mismo signo que el radicando.

10



Ejemplos: Se quiere calcular ¥/32 . Sebuscaunb e R /b° = 32. Se ve que 2°=32 y es el (inico que
cumple esta condicién. Luego 3/32 =2.
Se quiere calcular 3/—32. Se buscaun b € R / b° =-32. Se ve que (-2)°= -32 y es el Gnico que

cumple esta condicion. Luego?/—32=-2.

» Cuando el indice n es par y el valor de a es negativo, no existe la raiz n-ésima de a.
(Se quiere calcular /-9 . Se buscaun b € R/ b?=-9. Se ve que no existe tal b.)

Cuando el indice n es par y el valor de a es positivo, existen dos posibles valores de b. Se elige la

positiva y recibe el nombre de raiz aritmética n-ésima de a.

(Se quiere calcular +/25 . Se busca un be R/ b? = 25. Se ve que hay dos valores de b, el 5y el -5.
Seusard /25 =5)

Nota: Y0 =0
Propiedades de la radicacion: Seana, be R
Distributiva respecto al producto Va.b = %a. Vb
Distributiva respecto al cociente ola WNa
\/: =, b+0
b b
Raiz de otra raiz n
Va =""a

Nota: Si a ¢ b son negativos, estas propiedades valen cuando n es impar.
Combinando la potenciacion y la radicacion se definen las potencias de exponentes racionales

m/nconm e Z y n e N, de la siguiente manera:

an ="am=(%)Fn cona e R* sinespar yae R sinesimpar.
m
m —
W _[1)n 1
an= 3l = m cona=0
an

Valen las propiedades citadas anteriormente.

ACTIVIDADES:
Ejercicio 9:

Resolver las siguientes operaciones combinadas. Recordar separar en términos.



a) V8.27 +-—V50+25.2 =
b) ¥/8.125 —/25.

o (Vizs): () + k-

N e
N
3

Ejercicio 10:
Resolver las siguientes operaciones combinadas. Transformar los niUmeros decimales a

fraccion cuando sea necesario.

a) [\/?—5 (2 —g)] +[2,1+1,09]:289 =
0,02 32-0,018
I —2 =

0,2 -

) 0,2+0,1 , 0,4.3,5

0,6 0,3

d) 3/1-0,936-1 + [(-0,3).0,4+0,22]%
3/~1+0,782 J03/02 -

Recordar:
Dos radicales son semejantes cuando tienen igual indice y el mismo radicando.
Solo es posible sumar o restar términos que contienen radicales semejantes. Por
ejemplo:

3vV5+2V5 -5 =(3+2—1)V5 = 4V5
iCuidado! Existen ciertos radicales que son semejantes luego de llevarlos a su

minima expresion. Por ejemplo, v8y v/32 son radicales semejantes pues:
V8=vV4.2=V4.V2=22
V32 =v16.2 =V16.V2 = 4V2

Ejercicio 11:

Resolver las siguientes sumas y restas con radicales (a y b son nimeros positivos):
a) —3v5 — 7V/5 4+ 2/5 =

b) 2v/Z +5vV2 =2 =

¢) 2vb —3vVa—2Vvb —+a =

d)5¥2 - 6v2 -2 =

e) V5 + 8 —/32=



f) 3V7 — 3v28 + V63 =

Ejercicio 12:

Simplificar las siguientes expresiones aplicando propiedades de la potenciacién cuando
corresponda. Eliminar cualquier exponente negativo.

a) 22.2% =

b) 22.3%2.5% =

c)42.(23)2 =

(xy?)*
d) (x3y-2)3

o)
n(Z) -
0 ()" -
0 (55 =

Ejercicio 13:

Entre las siguientes expresiones, encontrar las que son equivalentes:

1\2 1\2 1\2
_ R . 2. _ 2. _ . 9=2 . -2
3) -(G) sosti-0s (-3) -2z

Ejercicio 14:
Completar con “=" 0 “# " y justifica tu eleccion mencionando la propiedad que empleaste

para tomar la decision.

Ejercicio 15:
Escribir como potencia fraccionaria y simplificar. Suponer que las letras son nameros reales
positivos cualesquiera.

N
3)6—\/;:

b 51/2x2.y3_
) Jaxy

C) >/215 440 _y30 —

3

d) x.\/% =




2
e) [x3. [==
) NE

Recordar:

A veces es Util eliminar el radical en un denominador al multiplicar el numerador y
el denominador por una expresion apropiada. Este procedimiento se denomina

racionalizacion del denominador.

Por ejemplo:
a)i_i 1=L Ya__¥a _a
va va'l va'va (ya)’ a
1 1 2-v2 _ 22 _ 22 22 _ 2-V2

b) 22 242 22 (2+V2)(2—2) a+2nZ-22-(V2)" T2 T 2

Ejercicio 16:

Racionalizar el denominador:

a)i—
N

PORCENTAJE

El simbolo % se lee "por ciento" y significa por cada 100 unidades. Un porcentaje indica la
proporcion de un entero.

Por ejemplo, si queremos calcular el 10% de 250 deberemos dividir 250 en 100 partes iguales
y quedarnos con 10 de esas partes. Es decir:

10% de 250 = (250 : 100) .10 = 25

En forma general, podemos decir que para calcular x% de una cantidad, se deben tomar x
partes de las 100 en que se divide la cantidad. Por tal razén, los porcentajes pueden
representarse mediante fracciones y, por lo tanto, también admiten una representacion
decimal.

. . . 10 .z
Siguiendo con nuestro ejemplo: 10% puede representarse como Tog 0 €nsu representacion
decimal como 0,10. Luego:



10
0, = — =
10% de 250 100.250 25

o también,
10% de 250 = 0,10.250 = 25

¢Por qué decimos que un porcentaje es una proporciéon de un entero?
Porque un porcentaje es una relacion de proporcionalidad directa donde el 100% corresponde
al total. Decimos que dos magnitudes son directamente proporcionales cuando el cociente
entre ambas es siempre un mismo valor k (constante de proporcionalidad).
En el ejemplo visto, 250 representa el 100% y, por lo tanto, 25 representa el 10%. Se verifica
la siguiente relacion de proporcionalidad:

25 10 1

250 100 10
Es decir, 25 es la décima parte de 250, asi como 10 es la décima parte de 100.
Veamos otro ejemplo:

25
25% de 1200 = —— . 1200 = 0,25.1200 = 300

100
Luego, se verifica:
300 25 1
1200 100 4

Es decir, que 300 es la cuarta parte de 1200, asi como 25 es la cuarta parte de 100.
Siempre que se tenga una proporcionalidad directa se puede utilizar la regla de tres simple
directa.

¢ Coémo se utiliza la regla de tres simple directa para el calculo de porcentajes?
Se colocan en una tabla tres valores:
¢ la cantidad a la cual se le quiere calcular el porcentaje
o ¢l 100%
o el porcentaje que se quiera averiguar.
Se debe prestar atencion a que cada magnitud quede en la columna correspondiente y que la
cantidad total esté en la misma fila que 100%.

Ejemplo:

Se quiere calcular el 15% de 300:
Cantidad Porcentaje
300 100%
X 15%

Luego, planteando la proporcionalidad directa obtenemos que:

¥ 1 00.x=30015 0 x =010 4o
300 100 K= o0 =700

Este procedimiento es Gtil cuando queremos calcular, por ejemplo, el porcentaje que
representa una parte de una cantidad total o el total sabiendo qué porcentaje representa una
parte.

Ejemplo:

Se sabe que el 30% de una cantidad es 150, ¢cuél es dicha cantidad?



Cantidad Porcentaje

X 100%
150 30%
Luego, =2 = 2 = 30.x = 100.150 = x = 2225 = 500

100
Por lo tanto, la cantidad total (el 100%) es 500.

Observar que para utilizar la regla de tres simple directa, se debe:
1°) Ubicar los datos en la tabla,

2°) Multiplicar los datos que se encuentran en la diagonal,

3°) Dividir el resultado por el dato restante.

ACTIVIDADES:

Ejercicio 17:
a) En una farmacia hacen el 40% de descuento en los medicamentos por obra social.
i) Si un medicamento sale $2500, ¢cuanto se pagd por el medicamento?
ii) Si se aplica un 20% extra de descuento sobre el monto resultante por pago con tarjeta
de crédito, ;cuanto se pagd por el medicamento? ¢se esta descontando el 60%?
b) Para preparar alcohol al 30%, se mezclan 70% de agua con 30% de alcohol puro.
i) Si se utiliza 1 litro de agua para preparar la solucion, ¢cuantos litros del alcohol puro
se necesitan? ;cuantos litros tiene la solucion?
ii) Si se quiere preparar 1 litro de dicha solucion, ¢cuantos litros de agua se necesitan?
¢cuéntos de alcohol puro?
¢) Un yogurt comercial de 145 g tiene 142 mg de sodio.
i) ¢Qué porcentaje del yogurt representa?
ii) Si se tienen 300 g del mismo yogurt, ;cuantos mg de sodio contiene?
d) Un laboratorio esta probando un nuevo medicamento. Aunque los efectos secundarios
deberian ser nulos, el medicamento sera aceptado si produce somnolencia en menor del 0,1%
de la poblacidn de ratones con los que experimentan. Si lo probaron en 2000 ratones y a 3 les
dio suefio, ¢sera aceptado o rechazado?
e) Se tienen 18 litros de leche con un 10% de grasa y se mezclan con 10 litros de otra leche
con un 4% de grasa, ¢cual es el porcentaje de grasa de la nueva solucion de leche?

APROXIMACION DE NUMEROS REALES
Cuando se trabaja con nimeros reales, es posible que no interese considerar todas las cifras de
un nimero, bien porque el niUmero sea muy grande, muy pequefio o porgue no se pueda trabajar
con todas ellas porque el numero sea irracional. Cuando esto ocurre, debemos hacer
aproximaciones.
Aproximar un numero consiste en sustituirlo por otro cercano con un nimero finito de cifras
decimales. Para hacer aproximaciones tenemos dos meétodos distintos: el truncamiento y el
redondeo.
e TRUNCAR un nimero decimal a un determinado orden consiste en eliminar todas las cifras
decimales de los drdenes inferiores a él.



e REDONDEAR un numero decimal a un determinado orden consiste en suprimir todas las
cifras decimales de orden inferior al orden dado y aplicar el siguiente criterio:

- Si la primera cifra que se suprime es mayor o igual a 5, se suma 1 a la cifra anterior.

- Si la primera cifra que se suprime es menor que 5, la cifra anterior no varia.

Cuando la aproximacién es mayor que el nimero que estamos aproximando, decimos que se
ha realizado una aproximacion por exceso. Si la aproximacién es menor que el niamero
aproximado, se dice que la aproximacion es por defecto.

Ejemplo: Aproximar a las milésimas el nimero 2,456783:

- Por truncamiento: se suprimen todas las cifras decimales posteriores a las milésimas. A=
2,456 Es una aproximacion por defecto.

- Por redondeo: se suprimen todas las cifras decimales posteriores a las milésimas y se analiza
la cifra de las diezmilésimas, 7. En este caso como es mayor que 5 se le suma 1 a la cifra de la
milésima 6+1 y la aproximacion es: A=2,457 Es una aproximacion por exceso.

¢ Como se les llama a los nimeros detras de la coma?

oo | Parte entera
o | Décimos

ro | Centésimos
o~ | Milésimos
o1 | Diezmilésimos
o | Cienmilésimos

ACTIVIDADES:
Ejercicio 18:

Trunca y redondea los siguientes numeros a las centésimas y a las milésimas e indica si la
aproximacion es por defecto o por exceso.

a) 1,234564668

b) 3,222464

c) 1,143643625

d) 1,6467538

e) 2,222

f) 1,123

Ejercicio 19:

Si redondeamos 8.247.406 a la decena de mil méas proxima se obtiene:

a) 8.000.000 b) 8.250.000 c) 8.300.000 d) 8.500.000

Ejercicio 20:
Proponer 5 nimeros que puedan ser valores exactos en cada uno de las siguientes

aproximaciones decimales



a) 6,03 es una aproximacion a centésimas por exceso
b) 573,3 es una aproximacién a décimas por defecto

Ejercicio 21:
Sefalar cuales de las siguientes aproximaciones propuestas son las mejores para los
siguientes numeros:

a) Para 5/6 0,8 09 07

b) Para 8/9 0,8 09 07

c) Para24/25 08 09 1

d) Para 22/24 08 09 1

e) Para 122/124 08 09 1

f) Para 222/224 099 09 1
CONJUNTOS

Tratar de definir lo que es un conjunto no es sencillo dado que con frecuencia utilizamos un
uso circular de sinénimos tales como coleccién, grupo o clase. Partiremos de cierta nocion
intuitiva en el sentido en que un conjunto debe ser una coleccion bien definida de objetos.
Estos objetos se llaman elementos del conjunto.

Utilizaremos letras mayusculas, como A, B,C,..., para representar los conjuntos y letras
mindsculas para representar los elementos. Para un conjunto A, escribiremos x € A si x es un

elemento de Ay x & A si x no es un elemento de A. Por ejemplo, 5 € Zy V2 ¢ Q.
Se define conjunto vacio al conjunto que no tiene elementos y se nota @.

Algunos conjuntos pueden representarse entre llaves, listando sus elementos. Por ejemplo, el
conjunto de los numeros naturales menores que 6 puede expresarse como:

A=1{1,234,5}
También, puede escribirse A en notacion constructiva de conjuntos como:

A={x€eN/x <6}

“tal que”
OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS:

Para A y B conjuntos se define:

- LaUNIONde AyB:AUB ={x/x € Avx € B} Nota: El simbolo V se lee “6”
La union de conjuntos estd conformada por los elementos que estan en A, en B 0 en
ambos.

Ejemplos: A = {2,4,6,8,10} y B = {1,2,3,4} entonces AU B = {1,2,3,4,6,8,10}
QuUI=R



- LaINTERSECCIONde AyB:AnB ={x/x € AAx € B} Nota: El simbolo A se
lee “y”
La interseccion de conjuntos estd conformada por los elementos comunes entre Ay B.
Ejemplos: A = {2,4,6,8,10} y B = {1,2,3,4} entonces A N B = {2,4}
Qni=0

- LaDIFERENCIAentre AyB:A—B ={x/x € AAx & B}
La diferencia entre conjuntos esta conformada por los elementos que estan en Ay no en
B. Notar que no siempre es igual A — B que B — A.
Ejemplo: A = {2,4,6,8,10} y B = {1,2,3,4} entonces A — B = {6,8,10} y B — A = {1,3}
R-—Q=I

SUBCONJUNTOS
Diremos que A es un subconjunto de B si todo elemento de A esta en B y notamos
ACSB
Si, ademas, existe un elemento de B que no esta en A (es decir, A # B) diremos que A
es un subconjunto propio de B y notamos A c B.
ACTIVIDAD:
Ejercicio 22:
Hallar los conjuntos indicados siendo A = {x € Z/—1 < x <8}, B = {x € N/x < 5},
¢ ={0,1,2,3,4,5}
a)AUB
byc-A

C)ANBNC
d)(A-B)nC

INTERVALOS REALES

Existen conjuntos que utilizaremos con frecuencia: los intervalos. Estos conjuntos son

aquellos que geométricamente se corresponden con segmentos 0 semirrectas:

Notacion constructiva de | Notacion de intervalos Gréfica
conjuntos
{xeR/a<x<b} (a,b) © s
a b
{xeR/a<x<b} [a, b] o ®
a b
{fxeR/a<x<b} [a, b) - —
a b
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(x €R /a < x < b} (a,b] o o
(x eR/x < b} (—oo, b) o
{x € R/x < b} (—oo, b] ®
{(x € R/x > a} (a, +o0) =
{(x € R/x = a} [a, +o0) °

Nota: para representar intervalos en la recta numérica también puede utilizarse un paréntesis
en vez de un punto “vacio” y un corchete en vez de un punto “lleno”.

ACTIVIDADES:

Ejercicio 23:

Representar graficamente (para repasar los operadores 16gicos):

)1<x<6 2)0<y<3

4)x<-1v x>2 5)t<-10 vt>-5
8) x>4 v x>1

7)X>2 A X>5

Ejercicio 24:

Representar sobre un eje coordenado los conjuntos A ;B; AnB y AUB para:

a) A=1[2;4) ; B=[4;7]
b) A=[2;6] ; B=[3;4]
c) A=(2;4); B=(1;5)
d A=(3 -1); B=(2;0)

3) -7<y<-3
6)x<-2 v x>0

11



UNIDAD N° 2: ECUACIONES LINEALES Y CUADRATICAS EN UNA
INCOGNITA

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones que contienen uno o mas valores
desconocidos (incognita).

Una solucién es un valor de la(s) incognita(s) para los cuales la igualdad se verifica.

El conjunto solucion de la ecuacidn es el conjunto de todas las soluciones.

Resolver una ecuacidn significa encontrar todas las soluciones. Es decir, hallar el conjunto
solucion.

Una identidad es una ecuacion que se verifica para todos los valores posibles de la(s)
incognita(s).

Una expresion es algebraica si en ella aparecen variables y nameros, llamados coeficientes,
relacionados por operaciones suma, producto, divisién, potenciacion y radicacion. Una

ecuacion se dice algebraica si es una igualdad de expresiones algebraicas.

Ejemplos:
a)x+5=0 C)x+y=8 e)logy=6 g)2a-4b+10c=9
b) a®+a-4=0 d)e* =20 f) sen(p) = 0.45

Las ecuaciones a), b), ¢) y g) son ecuaciones algebraicas, mientras que las ecuaciones d), e) y f) no
lo son.
Dos ecuaciones se dicen equivalentes cuando todas las soluciones de la primera ecuacion son
también soluciones de la segunda, Yy, viceversa, todas las soluciones de la segunda ecuacion son
también soluciones de la primera.
Ejemplos:
a) Las ecuacionesx+1=2 y 2x+ 2 =4 son equivalentes.

Pues x=1 es la Unica solucién de ambas ecuaciones.
b) Las ecuacionesx-3=0y x?-3=0 noson equivalentes.

Pues x=3 es solucion de ambas, pero la segunda tiene una solucion, x=-3, que no es solucion de

la primera

Las ecuaciones pueden clasificarse, teniendo en cuenta el conjunto solucién, en:
Compatible Determinada: cuando tienen un nimero finito de soluciones.
Compatible Indeterminada: cuando tienen infinitas soluciones.

Incompatible: cuando no existe ninguna solucion.

12



Ejemplos:
a)x+1=0 tiene unasolucionx =-1

b) x = x tiene infinitas soluciones (es una identidad)

¢) x2 = -1 no tiene ninguna solucion real.

Teniendo en cuenta el nimero de incdgnitas, una ecuacién puede clasificarse en: ecuacion de una

incdgnita, ecuacion de dos incdgnitas, etc.

METODOLOGIA PARA RESOLVER ECUACIONES

Como dos ecuaciones equivalentes tienen las mismas soluciones, cuando se quiere resolver una

ecuacion se puede resolver cualquiera que sea equivalente a ella, de ahi la idea de buscar ecuaciones

equivalentes mas simples.

El procedimiento es transformar una ecuacion en otra equivalente pero mas simple, y asi

sucesivamente hasta llegar a una ecuacion equivalente a la dada, de la cual se encuentra con

facilidad su conjunto solucion.

Las transformaciones que se pueden hacer sobre una ecuacion para obtener una equivalente son:

1-

Notas:

Intercambiar los dos miembros de la ecuacion.

Ejemplo:3=x—-—4=>x—-4=3

Simplificar los miembros de la ecuacion reduciendo a términos semejantes, eliminando
los paréntesis, etc.

Ejemplo: 2.(x —1) =5=2x—-2=5

Sumar o restar la misma expresion a ambos miembros de la ecuacion (ver nota a)
Ejemplo:x—1=3=2>x-1+1=3+1=>x=4

Multiplicar o dividir ambos miembros por una misma expresion distinta de cero. (ver nota
b)

Ejemplo: Sx =3=2.-x=23=>1x=6=>x=6

Si un miembro de la ecuacion es 0 y el otro puede ser factorizado, entonces se puede usar
la ley del producto e igualar cada factor a cero.

Ejemplo: x.(x —1) =0=>x=0vVx—-1=0=2>x=0vx=1

Si la expresion que se suma no se puede calcular para cada valor de la incognita entonces

puede ocurrir que las dos ecuaciones no sean equivalentes.

13



- 1 1 -, , ..
Ejemplo:x =0=x + ~=-. La nueva ecuacion no esta definida para x = 0 aunque es

la solucion de la primar ecuacion.

b) Si la expresion que se multiplica no es distinta de cero entonces puede ocurrir que las dos

ecuaciones no sean equivalentes.

Ejemplo: x = 2, si multiplico por 0 en ambos miembros obtengo 0 = 0 y no es

equivalente a la ecuacion original.

ECUACION LINEAL EN UNA INCOGNITA

Una ecuacion es lineal en la incognita x si mediante transformaciones equivalentes puede reducirse

a la siguiente expresion:

ax+bh=0 aeR,beR ,az0

Ejemplos:

1) 5x—4=3x-2

5x —4=3x—2

5 —4—-3x=3x—-2-3x
2x —4 = -2

2x —4+4=-2+4

2x =2
2x _2
2 2
x=1

se suma a cada miembro el opuesto de (-3x)
se opera
se suma a cada miembro el opuesto de -4 (+4)

Se opera

se divide a cada miembro por 2

Luego el conjunto solucién es S = {1}

2)2(t—-1)+3=1+2t

2t—243=1+2t
2t4+1=1+2t
2t4+41-1=1+2t—1
2t+(1-1)=2t+(1-1)
2t4+0=2t+0

2t = 2t

;20 =30

Cualquiera sea el valor que demos a
“t“, laigualdad se verifica, por lo
tanto, esta ecuacién es satisfecha
por todos los reales, el conjunto
soluciobn es R. Se trata de una
identidad.

S=R
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(2)e=(2)e
1.t=1.t

t=t
3)2(t—1)+3 =2t

2t—21+3=2t
2t4+1=2t
2t4+41-1=2t—-1
2t+(1-1)=2t—1

No existe valor de “t” que verifique
esa igualdad pues,
0.t=0 VteR

2t+0=2t—1 S0
2t=2t—1

20—2t=2t—1-2t

2-2t=0-1

0t =-1

Analizando la ecuacion ax+b=0 con a, b € R, se la puede clasificar (teniendo en cuenta sus
soluciones) en:

a) compatible a solucién Unica: cuando a = 0, en este caso, la solucién queda x = - b/a

b) indeterminada: cuando a =0y b = 0 queda 0.x = 0 se verifica paratodo x € R

c) incompatible: cuandoa=0y b # 0 queda 0.x = b no se verifica para ningin x € R

Ejemplos:
a)3x+2=0:x=—§
b) 3x —3x =0 = 0.x = 0, se verifica paratodo x € R

c)3x —3x =5 = 0.x = 5, NO se verifica para ninglin x € R

ACTIVIDAD
Ejercicio 1:
Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

i)Gx—S).4—9x=3(x—§)—5

.. 2+45x 15x-2 3x+2
i) 3x + PR + 4x + .

15



i) 22— = (Zx - 3).

4 \2

[N

L1
4

Una ecuacion se dice no lineal si no es lineal.

Ejemplos:
2x+1=3 lineal
3X-2x+4=0 lineal

y+y?—y3=4 nolineal
2x2+1=3 no lineal
2x2—-2log(x) +4=0 no lineal
z+sen(z)—-z=4 no lineal

xVx+x%2=6 nolineal

Ejercicio 2:

Resolver las siguientes ecuaciones y expresar su conjunto solucion.
1)y+11=38 13)0.x =0
2)x—18 =22 14) 4x = 0
3)x+9=-6 15)0.x=5
4) — 13y = 117 16) 7y = 7y
5)§y=8 17) 7w = =7w

18) 4x — 2x — 2 = 2x
19)2x+4+x =4+ 3x
20)0t—1=1-t
21)5y—-3=3y+1+2y

22)80 =103t + 2)

23) 5y = (2y — 10).25
28)a+(a—-3)=((@+2)—(a—1)

6) —4x —7 =-35
7)7y —1=23 -5y
8)8—-5x=x-16
95—-4a=a-13
10) = 2x +-=—2

11)y—§y—15 =0
12)§x+§x—§x—§=z
ECUACION DE SEGUNDO GRADO EN UNA INCOGNITA

Una ecuacion es de segundo grado en la incognita x, o simplemente ecuacion cuadratica, si

mediante transformaciones equivalentes puede reducirse a la siguiente expresion:

ax’+bx+c=0 aeRbeR,ceR,az0

16



Ejemplos:

1) 2x2 + 4 = 0 es una ecuacion cuadratica, siendoa = 2,b =0y ¢ = 4.

2) (x — 1).(x + 4) = 0 es unaecuacion cuadratica dado que, si aplicamos la propiedad distributiva
podemos obtener una ecuacion equivalente de la forma:
x—1).(x+4)=0=>x>2—x+4x—-4=0>x2+3x—4=0,siendoa=1,b=3y
c=—-4

3) V5x + %xz = 0 es una ecuacion cuadratica, siendo a = % b=+vV5yc=0

4) (x —3)% = 0 es una ecuacion cuadratica ya que, si aplicamos la propiedad del binomio al

cuadrado, podemos expresar la ecuacion de la siguiente manera:

Binomio al cuadrado:
(a+b)>=(a+b).(a+b)
= a? + ab + ba + b?
= a? + 2ab + b?

(x—3)2=(x+ (—3))2 =0=
x2+2.x.(-3)+(-3)?=0>
x*—6x+9=0,
dondea=1,b=—-6yc=9
2
¢ Como resolver una ecuacion cuadratica? (a=0)*=(a+(=b))
> Sib = 0 la ecuacion cuadratica puede expresarse de la forma ax? + ¢ = 0. En este caso

es posible despejar “x” a partir de transformaciones equivalentes:

Ejemplo:
x2—4=0

x> —4+4=0+4
x2=14

xzi\/Z:x:iZ

La ecuacion tiene dos soluciones x; = =2y x,=2

> Sic =0 laecuacion cuadratica puede expresarse de la forma ax? + bx = 0. En este caso

€e, 9

es posible sacar factor comtn “x” y luego igualar cada factor a 0:

Ejemplo:
x> +3x=0
x(x+3)=0
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x=0vx+3=0
x=0vx=-3

La ecuacion tiene dos solucionesx; = 0y x, = —3

» Sib#0yc=+0, no es posible resolver la ecuacion con los mismos procedimientos
utilizados en los casos anteriores. Para resolver la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 se utiliza la
resolvente:

—b + Vb2 — 4ac

X12 = 2 a

Esta formula se obtiene de realizar ciertas transformaciones algebraicas en el primer miembro de
la ecuacion (como “completar cuadrados™) para poder despejar la incognita "x". No se vera en

este curso tal desarrollo teérico.

La expresion b2-4ac recibe el nombre de discriminante de la ecuacion.

Se simboliza: A=b%—4ac
Analizando la resolvente de la ecuacién de segundo grado, se puede concluir que la cantidad de

soluciones de la misma depende del discriminante, de la siguiente manera:

a) si A >0 laecuacion tiene dos soluciones reales y distintas.
b) si A =0 laecuacion tiene dos soluciones reales e iguales. (una solucion doble)

c) si A <0 laecuacién no tiene ninguna solucion real.

En los casos a 'y b la ecuacion resulta compatible y en el caso ¢ resulta incompatible.

Ejemplos:

a)x*+x-2=0 x1:_1+3:1
2
14417 -4.1.(-2) -1++/ - _1-
X, = (-2) _-1+41+8 -1+3 N x2=ﬁ=_2
: 2.1 2 2 2
b)x2-2x+1=0 ‘. _2%V4-411_2xV0 _2x0_,

2.1 2 2
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1441412 -1+#/1-8  -1+4-7

CO)X2+x+2=0 X2 = 51 5 5

R

Propiedad:
Si X1 y X2 son las soluciones de una ecuacién de segundo grado en la incdgnita X, entonces se

puede factorizar la expresion ax?+bx-+c de la siguiente manera: ax? + bx + ¢ = a (X - X1) (X — X2)

Si tenemos una ecuacion cuadratica dada de la siguiente manera a(x — x;)(x — x,) = 0 es sencillo

observar y verificar que x; y x, son sus soluciones.

Ejemplo:
3
2(x—1)<x+§) =0
Las soluciones de esta ecuacion seran aquellos valores que anulen cada factor. Esto es:
3
x—1=0vx+=-=0
2
x=1vx=-3/2

ACTIVIDADES:
Ejercicio 3:
Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas deduciendo previamente la cantidad de soluciones
de acuerdo al discriminante:
i)4x?+4x+3=5x2+3x—3
i) (x —2)(2x 4+ 2) = (x + V6)(x — V6)

iii)5x2—3x+1=4x*—7x-3

Ejercicio 4:
Hallar el/los valor/es de m tal que las siguientes ecuaciones cuadraticas tengan:

i) 3mx? + 2x — 3 = 0 tenga 2 raices reales distintas
i) x? —mx + 4 = 0 tenga 1 raiz real doble (o dos raices reales iguales)

iii) —2x%+4 3x —m = 0 carezca de raices reales
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Ejercicio 5:

Resolver las siguientes ecuaciones, estableciendo las restricciones de la variable cuando sea

necesario:

Dx+2)(x=5=0 S)gzo
NHXED _

2)(t-3)(t-7)=0 2x-1

3) By - H(dy—1) =0 10)===0

4)m(m-—-8)=0 1) x.x=x

5 2x—-3)3x—-2)=0
6)x(x—1)(x—-2)=0

12)x(x—1) =x
13)x(x—1) =x(x+ 1)

7)§(a—3)(7a+4) =0

Ejercicio 6:

Resolver las siguientes ecuaciones:
ax?—-5x+6=0

b) p? —5p = -1

C)y2—3y +2=4y—2y?
d)5¢24+9c—1=-7c>+12c -8
e)x2—x=0

f)x2—64=0

g) —=5x? — 20 = —10x

h) Bx —2)2+ (2x +3)2 =26
)6x —18 — (x +1)? = x2 — (x + 2)?

Ejercicio 7:
Escribir una ecuacion cuadratica que tenga por raices los siguientes nimeros:
a)3;5 b) 2; 1/3 c)1l d)o; 1

Ejercicio 8:
Escribir una ecuacién que tenga como soluciones los nimeros 7'y — 8.

Ejercicio 9:
Entre las siguientes expresiones, encontrar las que son equivalentes:
x—1)? ; x2-1 ; x*2=-2x+1 ; (x—-1D.x—-1) ; x=-1.(x+1)
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Ejercicio 10:

a) Maria quiere fabricar un armario de madera de manera tal que el ancho mida la mitad que
el alto. Quiere que entren 30 libros en cada estante, cada uno de 4,5 cm de espesor. Si la

madera que quiere utilizar tiene 1,8 cm de espesor, ¢cuales son las dimensiones del armario?

b) Gabriel recorre el pais haciendo cobranzas. Salié de Buenos Aires a las 8 de la mafiana y

., . ., ;1
recorrio la mitad del trayecto total en 2 horas. Luego, recorrié en una hora méas 3 del trayecto

restante, quedandole para la ultima etapa 35 km. Esta Gltima etapa la hizo en zde hora.

¢Cuantos kilémetros recorri6 en total? ;Cuanto tiempo tardé en hacerlo?
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UNIDAD N° 3: INECUACIONES

RELACION DE ORDEN DE LOS NUMEROS REALES
Si x e y son numeros reales, se da unay sélo una de las tres situaciones:
» x <y (“xesmenorque y”). En la recta real mostrada a continuacion, x se encuentra a la

izquierda de y:

o _
x y

» x =1y (“xesigual ay”). En larecta real mostrada a continuacion, x esta en el mismo

lugar que y:

=1

» x>y (“xesmayor que y”). En la recta real mostrada a continuacion, x se encuentra a la

derecha de y:

O @ >
Yy X

En forma general, definiremos la relacion “menor” entre dos numeros reales a y b de la siguiente
manera:
a<besb-a>0
Ademas,
a<b("amenoroigualab”) = a<bva=»>b

a>b ("amayoroigualab™) < a>bVva=>hb

Propiedades: Sean x,y,z € R

a)Si x<y entonces x+z < y+z (valepara > <,>)

Ejemplo: Six =2,y =6,z=—2resulta 2<6=22+(-2)<6+(-2)=>0<4
b)Si x<y 'y z>0entonces Xx .z < y.z (valepara <)

Ejemplo:six =—-1,y=4,z=2 resulta: —1<4A2>0=>-12<42=>-2<8
c)Si x<y 'y z<Oentonces x .z > y.z (valepara<x<)

Ejemplo:six = -1,y =

N |-

,z=—2 resulta —1 <§/\—2 <0=-1.(-2) >%.(—2) =

=>2>-1

ACTIVIDAD:
Ejercicio 1:

Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando la respuesta.
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En todos los casos a, b y ¢ son nimeros reales.

)b>c =b=c 2)C+a=a<c
3)-b<-a = a<b 4) a<c A c<b =a<b
5)-a<c A -c>b =a<b 6)a<c A b<c = a<b

INECUACIONES
Una inecuacion es una desigualdad entre dos expresiones que contienen uno 0 mas valores

desconocidos (incognita).

Ejemplo:
rs<a(v-d)
X \*~3

x+y=1

Una solucién es un valor de la(s) incognita(s) para los cuales la desigualdad se verifica.
¢Como se puede averiguar si un namero es solucién de una inecuacién?

Ejemplo: ¢x =5 es solucion de la inecuacion x?+3 < 5-x?; ¢ x=-1 essolucion?

Reemplazamos la incégnita x por el valor 5. x2+3 5-X
52+3 | 5-5
25+ 3 0

28 0 X (28>0)

Luego: x =5 no es solucion de la inecuacion.

x=-1 > x?+3 5-x

(-12+3 |5-(-1)
1+3 5+1
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4 6 v (4<6)

Luego, x =-1 si es solucién de la ecuacion.

¢Habré otras soluciones? ¢ Coémo se pueden encontrar? Lo importante aqui es que para decidir

si un nimero dado es o no solucién, no hace falta resolver la inecuacién.

ACTIVIDAD:
Ejercicio 2:

Determinar si el nUmero indicado es solucion de la inecuacién:

a) 2y-5>-10 y=3 b) 6-y < 9 y=-3

c) X(x+5)> 8 x =1 d) (t-3)(3+t)<0 t=3
X-2

e) (t-3)(3+1)>0 t=3 ) <1 x=0
X+3

0)-4% >x2-3x+5  x=2 2% L0 x=2

El conjunto solucién de una inecuacion es el conjunto de todas las soluciones. Resolver una

inecuacion significa encontrar todas las soluciones, o sea hallar el conjunto solucion.

Existen distintos métodos para resolver inecuaciones. Se usara el método algebraico. Segun el
caso hay uno o méas métodos que resultan apropiados, mas simple o mas facil de reconocer las

soluciones 0 mas conocido.

Ejemplos:

1) Encuentra el conjunto solucion de 3x—2>0, exprésalo como intervalo y represéntalo sobre la

recta real.

3x—2>0

3x—24+2>0+2 sumamos el opuesto de -2, propiedad a

3x > 2 opero

%(Bx) > é 2 multiplicamos por el inverso de 3, propiedad b
G . 3) x> g asociamos y operamos
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1x > - operamos

x> - operamos

Resulta entonces el conjunto solucién

S={xE]R/x>§} =<§,+00>

2) Encuentra el conjunto solucién de (x —2)(x +1) <0, exprésalo como intervalo y
represéntalo sobre la recta real.

Para que el producto de los dos factores (x —2) y (x + 1) sea menor o igual que cero,
tenemos dos posibilidades:

Q) \X—Z >0 A X+1<Z 0/ v () x-2<0 A x+120)
Y
\ J

S(1) V) S

S
T —9 | | r——
M=2> x =22 A x<-1 ! ! ! ! |
-2 -1 0 1 2
resulta  S(1)=0
(> x €2 A x> -1 — 3 ! ! ¥ >
-2 -1 0 1 2
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resulta S(Il)=[-1,2]

S=S(l) u S(I)= guU[-1,2] =[-1,2]=(x ER/-1<x <2}

ACTIVIDAD:
Ejercicio 3:
Resuelve las siguientes inecuaciones, si es posible con distintos métodos, expresa el conjunto

solucién como intervalo y represéntalo en la recta real:

a)3x+4<5x—-2 (x—-5)x+2)<0
b)4—2x<5 Hx=532%(x+2)<0

€)7 —5x >8—5x K) (x —5)3(x+2)<0
)2x 1< =3 +6x ) (x+2)(x —4)(x—6) <0
x—1Dx—-2)<0 m)x__1<0
Hix—-DEx+1)>0 2’;-_24

g)x(x+1)=>0 n) x+220
h) x*(x +1) =0
VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de una numero X, denotado por | x |, es la distancia de x al 0.

El valor absoluto de x es igual a x, si X es positivo 6 ceroy, es el opuesto de X, si X es negativo.

En simbolos:
X, x =0
x| = d(x,0) ={
—X, x< 0
Ejemplos:
/
3] =3 [n-1] = =n-1
[z <0
[ (-3)|=-(-3)=3 |1-n|=-(1-n)=mn-1

Propiedades:
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a) x| >0 ; VxeR.

b) |x|=]-x|]; VxeR.

(¢) [X|=r & x=r 6 x=-r ° ° >
—r 0 T
r>0
d |X|<r & -r<x<r ® o -
—r 0 r
e) |[X|>r & x<-r 6 x>r o . -
C 0 ”
Ejemplos:
prop.(d) prop.(a)
1) |x-5|<3 & -3<x-5<3 < 5-3<x<5+3 & 2<x<8
valor ab. desig.
2<x<8 = 2<x iy x<8 (“y“ = Si1nS2)
1 2

1 ? 3 4 5 6 7 8 Sl
1 2 3 4 5 6 7 ? SZ
c 1 @ 3 4 5 8 7 ? $=51NS2
Rta: S={xeR/ 2<x<8} = S=(2;8)
prop..(e) ] S
2) |x-5|>3 & X-5<3 06 x5>3 < x<2 Yrx>8 (Y0 = S1uUS2)
valor ab. S“l SVZ
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Rta: S=S1uUS2={xeR/x<2} u {xeR/x>8}
= (»;2) v (8;+tx)

o : : o
0 b4 4 6 b1 10

3) 0<|x-5]|<3 « 0<‘x—5‘ y ‘x—5‘<3 (conjunto solucion > S1S2 )
.o..

S1 So

Rta: S=S1nS2={xeR/ x#5}n (2;8) =(2;8)-{5}

0 @ O ¢ 10
ACTIVIDAD:
Ejercicio 4:
Resolver y unir cada inecuacion en la primer columna con su conjunto soluciéon en la segunda

columna. Graficar el conjunto solucion .

Si= {xeR/5<x<9}

8) |x=5]<3 S2= (-1;1) U (3;5)
S))||X57>|‘|<;° Se= (-1;5)- {2}
d) [x-7]22 =9
&) 2< |4 -2x|<6 5= R-10}
o< |4 -2x|<6 =R

S7={0}

Se= {xeR/ x<5uU{xeR/x>9}
So={xeR/ x>25}
Swo=[15; +x)
Su={xeR/-2<x <2}
S={xeR/x<-2yUu{xeR/ x>2}
Ejercicio 5:
Hallar el conjunto solucién de cada una de las siguientes inecuaciones, y representarlo en el eje

real:

a)|2—3x| >3 b)|[x+3]>0 c)|2—-5x|=0
d) |4x — 1| = 2 e)[2x —2| <5 f)|2—-5x| <3
9)lx+4 <7 h) |2x — 3] <3 i) |x+4| <2
DIx+2]<0 K)|]2—-3x] <0
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UNIDAD N° 4: SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON DOS
INCOGNITAS

ECUACION LINEAL EN DOS INCOGNITAS

Se llama ecuacion lineal en las incognitas x e y si mediante transformaciones equivalentes puede

reducirse a la siguiente expresion:

ax+by+c=0dondea,b,ce R,a+0,b+#0

Analizando la ecuacion ax + by + ¢ = 0con a,b,c € R, se puede concluir que la clasificacion
segun las soluciones de la misma es la siguiente manera:
a) nunca es compatible determinada ya que no es posible encontrar Unica solucién.
b) incompatible: cuandoa=0,b=0yc=0
0.x + 0.y = -c no se verifica para ningln par de valores X,y eR

¢) indeterminada: el resto de los casos

Ejemplos:
a)3x+2y=1=>x=%,ye]l%
Dando distintos valores a y, podemos encontrar valores de x para los cuales el par (x, y) es solucion

-/ . . 1-2.0 1 -/ 1 -z
de la ecuacion. Por ejemplo, si y = 0 resulta x = P La solucion (E,O)es solucion de la

ecuacion 3x + 2y = 1 pues se verifica que 3% + 2.0 = 1. De esta manera podemos encontrar

infinitas soluciones de la ecuacion.
b) 0x + 0y = 0 se verifica paratodo x € Ry todoy € R

c) Ox — 0y = 5 no se verifica para ningun x € R

Generalizando, se dice que una ecuacion es lineal en las incégnitas xq, x5, ..., X, , Si mediante
transformaciones equivalentes puede reducirse a la siguiente expresion:

a.x1+azx,++apx,+b=0 conaqa,,..,a,,b €R

SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Se llama sistema de ecuaciones lineales en las incognitas x e y a la siguiente expresion:
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ax+byy+c, =0
{ ! e conay, by, cq,a,,by,c5 ER

ax+byy+c, =0’

Se llama solucién de un sistema de ecuaciones a los valores que, atribuidos a las incognitas,
verifican todas las ecuaciones del sistema.
Resolver el sistema es hallar, si existen, la o las soluciones comunes a todas las ecuaciones del

mismo. Es decir, hallar el conjunto solucion del sistema (S)

Son tres las situaciones que se pueden presentar:
a) Que el sistema tenga solucion Unica. Se llama sistema compatible determinado.
b) Que el sistema tenga infinitas soluciones. Se llama sistema compatible indeterminado.

c) Que el sistema no tenga solucidn. Se llama sistema incompatible

Ejemplos:
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

x+y=-2
a){2x+y=—1

Para resolver este sistema por el método de sustitucion, hay que:
- despejar una de las incognitas de una de las ecuaciones
- reemplazarla en la otra ecuacion
- resulta una ecuacion en una sola incognita, se resuelve

- encontrar el valor de la otra incdgnita

Despejamos y de la primera ecuacion: y = —2 — x y lo reemplazamos en la segunda:
2+ (-2—x)=—-1=22x—x=-142>=>x=1
Luego:y =—-2—-1=-3
La solucion del sistemaes: x =1,y = =3
S ={(1,-3)}

Este sistema es compatible determinado.

¢Hay otros métodos para resolver este tipo de sistemas? ¢Cuales son?

x—y=3
b){Zx—2y=6

Despejamos x de la primera ecuacion: x = 3 + y y lo reemplazamos en la segunda:
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2.34+y)—-2y=6=26+2y—-2y=6=22y—-2y=6—6=>0y=0

Vemos que cualquier y € R verifica esta ecuacion, luego el sistema tiene infinitas soluciones, que

pueden escribirse como: x =3 +y,y € R

S={B+yy).yER}
Este sistema es compatible indeterminado.

2x+y =2
C){x+%y=3

Despejamos y de la primera ecuacion: y = 2 — 2x y lo reemplazamos en la segunda:

1
x+z(2—2x)=3

x+1—x=3
x—x=3-1
Ox =2

Vemos que no existe x € R que verifique esta ecuacion, luego el sistema no tiene solucion.

Este sistema es incompatible.

ACTIVIDADES:
Ejercicio 1:
Analizar si alguno de los pares siguientes (-1,1) ; (2, 0) ; (0,0) ; (1, 1) es solucion del sistema:
{y+x—2:0
x—y=0

Ejercicio 2:

2x—3y=0
Dado el sistema: {_x + 23’ —0

Analizar si alguno de los pares siguientes es solucion del sistema: (4,-1) ; (3,2) ; (1/2 , %) , (-9;-6)

¢Puedes decir cuantas soluciones tiene este sistema, sin resolverlo? ;Por qué?

Ejercicio 3:

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones. Clasificarlos de acuerdo a su conjunto solucion.
y—-2x=-1 X—2y=5 { x—y=>5

a b e

){2x+y=7 )&x—6y=4 )4y—4x=—20
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5y =1 TX+1ly =22
0 X +5y d) X+11y
X+y=-1 2X+4y =38

Ejercicio 4:
. ax—y=-1 .. ,
Para el sistema x+ay=2 ° encontrar, si existe, el valor del numero real a tal que el (0,1)

sea solucion.

Ejercicio 5:

En un monedero hay billetes de $10 y de $50, en total hay 20 billetes. En total hay $360.
¢ Cuantos billetes de cada valor hay?

Alguno de los siguientes sistemas de ecuaciones permite resolver este problema.

(Y]

Encuentra cudl es, indica que representan “x” e “y” y resuelve el mismo.

x+y =360 x+y=20 10x = 20

a) b) c)
10x + 50y = 20 10x + 50y = 360 50y = 360
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UNIDAD N°5: LOGARITMO. ECUACIONES LOGARITMICAS Y
EXPONENCIALES

LOGARITMO
Dados a y b, numeros reales positivos con b distinto de 1, al nimero x que verifique la
siguiente ecuacion:

b* =a

se lo llama logaritmo de a en base b.
Lo simbolizaremos:  x =log, a

Lo simbolizaremos:

b*=a & x=log,a donde aeR", beR", b #1

Ejemplos:

a) log, 16 = 4 porque 2* = 16

b) log;(1/9) = —2 porque 372 = 1/9
c)2*=32ex=1l0og,32=>x=>5
d)log,x=3=>x=23=>x=8

ACTIVIDADES:
Ejercicio 1:

Calcula los siguientes logaritmos, cuando sea posible. Verifica los resultados aplicando la
definicion.

a) log, 64 = b) log, (—4) = c)log, (4) =
d) log, 8 = e) logg1 = f) log, 0,5 =
g) log;00,01 = h)log,7 = i) log,s 1 =
j)logos 0,125 k) loggs 4= 1) logy, b3 =
Ejercicio 2:

Completar las siguientes expresiones teniendo en cuenta que b es un namero real positivo
distinto de uno.

a) log, b = c) log, 1/b =
b) log, 1 = d) log, b? =
Ejercicio 3:

Unir con flechas segin corresponda

log,a <0 a>1
log,a=0 0<ax<1
log, a >0 a=2
log,a=1 a=1
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Si la base del logaritmo es 10, se llama logaritmo decimal y se suele escribir log, sin indicar
la base. Si la base es el niUmero e (e = 2,718 ...), se denomina logaritmo natural o logaritmo
neperiano, y se escribe In.

Tanto los logaritmos naturales como los decimales aparecen en las calculadoras cientificas.

Ejercicio 4:
Utilizar las teclas log y In de la calculadora cientifica para obtener los siguientes logaritmos
(redondear con tres decimales):

a) log9,8 = e)In2,5=
b) log98 = f)In25 =

c) log980 = g) In250 =
d) log 9800 = h) In 2500 =

Propiedades de los logaritmos:
Sean a'y b numeros reales positivos.

Los logaritmos verifican las siguientes propiedades:

1) log.(a.b) = log.(a) +log.(b)

2) logc (5) = log.(a) —logc(b)

3) logc(ab) =b logc(a)

4) log.(a) = IIZZE‘B Esta propiedad, llamada propiedad de cambio de base,

permite transformar un logaritmo dado en cierta base en otro logaritmo en base que

convenga, por ejemplo, aquellas que aparecen en las calculadoras cientificas.

ACTIVIDADES:

Ejercicio 5:

Resolver aplicando las propiedades de los logaritmos sin usar calculadora:
a) log,(8.32) = b) logs (%) = ¢)log,(64°%) =

Ejercicio 6:

Realizar un cambio de base conveniente para obtener los siguientes logaritmos con la
calculadora. Redondear a milésimos.
a) log,(18) = b) log5(100) = c)log,(25) =

Ejercicio 7:
Usando convenientemente la propiedad de cambio de base calcular log,(x) y log,(x) sabiendo
que logg(x) = 1,2436
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Ejercicio 8:
Escribir como el logaritmo de una Unica expresion:

a) 3.log,(x.y?) — log,(5.x2) + log,(x + 3y) + log,(5x — 3y) =

2.x2

b) 1+ log, (x2—1) —log, (xf—il) + % log,(x) =

Ejercicio 9:
Sabiendo que m=2, calcular log [m'm:'s]
m@

Ejercicio 10:
Calcular aplicando adecuadamente las propiedades de los logaritmos

2) 10gy(3.4%) + log, (3) — log,(64) = ) logs(100) + logs (%) +2 =

b) logs G) —log; e) + 2 log; G) = d) log, (%) —log, (ﬁ) =

ECUACIONES LOGARITMICAS

Se llaman ecuaciones logaritmicas a las ecuaciones que contienen expresiones de la forma

log,x , a € Rt—{1}

Para resolverlas se utilizan las propiedades de logaritmos.
Ejemplos:

1) log;(4x —7 =2  Pasando a la forma exponencial

4x — 7 = 32
4x —7=9
4x =16
x=4

2) 2log;(x) = log;(9)
10g7(x2) = log;(9)
x2=9

x=3 V x=-3
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Como el logaritmo es un namero negativo no esta definido, x = —3 es una raiz extrafia y se

descarta.

Observacion: Es importante tener cuidado al resolver ecuaciones logaritmicas, asegurandose
de verificar cada presunta solucion en la ecuacion original y descartar las raices que sean

extrafas.

ACTIVIDAD:
Ejercicio 11:
Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log,(x —4) =2 h) 2log(x) —log(x? —6) = 1

b) logz x = 3 — 2.logz x i) log(5x + 4) —log2 = %log(x + 4)

C) logg(x +2) +loggx =1 j) log(2x — 1) —logx = log(2x + 2)

d)logio(x +1) =1 —log;o(x — 2) k) 9log?x + 1 = 10logx
e) logz(9x?) —logz x = 0 ) log?x —4=0

f) log,(16x%) +log,x —1 =0

g) log(x + 6) = log(2x — 1)

ECUACIONES EXPONENCIALES

Las ecuaciones que contienen términos de la forma a* con a positivo y distinto de uno se
conocen como ecuaciones exponenciales.
Pueden resolverse aplicando en forma adecuada las propiedades de la potenciacion y de los

logaritmos.

Ejemplos:
)25t =64 = 2%*1=20 = x4+1=6 = x=5

a2 1
2) e = (e*)%.
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—x?2=2x-3
—x%2—-2x+3=0

_2+4-4.(-1D.3 2+Vi6 2+4

Y12 = 2.(=1) I 2

Las solucionesson x; = =3V x, =1

ACTIVIDAD:
Ejercicio 12:
Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 55°% = 125 b) 2%° = 4% c) 81= 3**1
d) 9%+ = 1 e ——2*1=0 f) (g)xz_1 =1
g) 4%+ = (0,5)3*5 h)2X 142X 421 =7  De*—5.e*+4.e7 =0
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UNIDAD N°6: POLINOMIOS Y EXPRESIONES RACIONALES

POLINOMIOS

Sean €Ny, ay, ay,ay,as, ....,a, nimeros reales, x una variable. Llamaremos
expresion polinomial o polinomio en una variable con coeficientes reales, a toda expresién
del tipo

p(x) =a,.x"+ a,_1.x" 1+t a,.x*+a;.x' + a,

Utilizando el simbolo de sumatoria, puede escribirse de la siguiente manera:
n .

P(x)= a,;-x™
i=0

El nimero a;, i = 1 ...n se llama coeficiente de grado i, el nimero a,, # 0 se llama coeficiente

principal y al nimero a, se lo llama término independiente.

Ejemplos:
a) p(x) =3+ 0.x% +1.x3—2,4.xt
b) q(x) =5

c) r(x)=0+0.x1+ 0.x% +0.x3+ 2.x*
d s(x)=0+0.x1 —2.x%2 +0.x3 —2.x* + 1.x°

En general no se escriben los términos con coeficientes nulos, tampoco el coeficiente igual a

1. Los polinomios de los ejemplos se escriben:

a) p(x) =3+x3-24.x
b) g(x) =5
c) r(x) =2.x*

d) s(x)=-2.x% —2.x*+1.x°

Un polinomio estda ordenado si se escriben los términos ordenados segln las potencias
decrecientes de la variable x, y esta completo cuando se escriben todas las potencias de x.

El polinomio p del ejemplo esta incompleto, para completarlo se agregan las potencias de x
faltantes con coeficientes ceros, obteniendo  p(x) = x3 4+ 0x? —2,4.x + 0

En lo anterior se uso la letra x para simbolizar la variable, también se pueden usar otras letras,

teniendo cuidado de indicar cual es. Dar ejemplos.
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Se llama polinomio nulo al polinomio que tiene todos los coeficientes nulos, se escribe

p(x) =0
Un monomio es un polinomio de un solo término. Un binomio es un polinomio de dos términos,
un trinomio es un polinomio de tres términos, y uno de cuatro términos es un cuatrinomio.
Se llama grado de un polinomio en una sola variable al mayor exponente de los términos de
coeficientes no nulos. El polinomio nulo carece de grado.
Si el polinomio de reduce a un nimero, p(x) = a,, con a, # 0, se llama polinomio constante y
tiene grado cero.
Si el polinomio tiene grado 1 se denomina polinomio lineal o de primer grado.
Si el polinomio tiene grado 2 se denomina polinomio cuadratico o de segundo grado.

Si el polinomio tiene grado 3 se denomina polinomio cubico o de tercer grado.

Dos polinomios son iguales si y solo tienen el mismo grado y los coeficientes de los términos
de igual grado son iguales. En simbolos: Sean p(x) = ap.x" + ap_1.x" 1 + -+ a;.x +
Ao, Y

q(x) = by x™ + bpy_1.x™ 1 + -+ b.x + b, entonces

p(x)=q(x) ®m=nyay=by, ay=by, a,=by,

OPERACIONES CON POLINOMIOS

Dados los polinomios p(x) = ap. x" + a,_1.x™ 1 + -4+ a.x1 + ag y
q(x) = bp.x™ + byp_q.x™ 1 + -+ b;.x* + by, definiremos algunas de las operaciones

entre polinomios.

Suma:
Se puede suponer que ambos polinomios tienen el mismo grado, pues de no ser asi, basta con
completar con coeficientes cero los términos faltantes. En ese caso, la suma de polinomios se

define:

p(x) + q(x) = (an + by) x™ + (ay_1 + bp_1)x™ 1 + -+ (ay + by)x* + (ao + by)

El grado del polinomio suma es igual o menor al mayor de los grados de los polinomios
sumandos, o0 bien carece de grado.

Ejercicio: Enunciar las propiedades de la suma de polinomios
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Para cada polinomio existe un opuesto (inverso aditivo). Dos polinomios son opuestos cuando
siendo del mismo grado, los coeficientes de los monomios semejantes son opuestos entre si.

Resta:

P(x) —q(x) = p(x) + [-q(x)]

Producto
Ejemplo:
Dados los polinomios p(x) = 2x3 —x+2 yq(x) = 3x + 1, el producto entre ellos es:
p(x).q(x) = (2x3 —x + 2).(3x + 1), aplicando la propiedad distributiva
p(x).q(x) =2x3(3x+1) —x(3x + 1) + 2.(3x + 1) , aplicando la propiedad distributiva
p(x).q(x) =2x3.3x +2x3.1 —x.3x +x.1 +2.3x+2.1
Operando: p(x).q(x) =23x3.x+21x3 —3x.x+1x +2.3x+2.1
p(x).q(x) =6x*+2x3 —3x2+1.x +6x+2
Resulta: p(x).qx) =6x*+2x3 —3x2+7.x 2

Se define, entonces, el producto de polinomios de la siguiente manera: Dados los polinomios
p(x) = an.x"+ay_1.x" P+ +ap.x+ay ¥y

q(x) = by x™ + by x™ 1 + -+ b.xt + by,

El polinomio que se indica p(x).q(x) es el polinomio producto siguiente:

p(x).q(x) = a,. by x™™ + -+ + (aghy + a1by + azby)x? + (a1by + aghy)x + (ag. by)

El producto de dos polinomios es otro polinomio cuyo grado es igual a la suma de los grados
de los polinomios factores. Se indica: gr (p.q) = gr(p) + gr(q) .

Ejercicio: Enunciar las propiedades de la multiplicacion de polinomios.

CASOS ESPECIALES DE PRODUCTOS DE POLINOMIQS: Sea a €R,
(x—a).(x+a) = x> — a? Este polinomio se llama diferencia de cuadrados
(x+a) =((x+a).(x+a)= x?>+2ax+ a®> Este polinomio se llama trinomio cuadrado

perfecto

Divisién:
En este curso s6lo veremos el caso de la division entre dos polinomios p y q, siendo gr (p) = 1
yqglx)=x—acona €R
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Ejemplo:

Seanp(x) =x3+x2—-3yqx) =x—2

Para realizar la division p(x): q(x) utilizaremos un procedimiento denominado “Regla de
Ruffini”. Primero deberemos escribir al polinomio p, ordenado y completo. Luego, listamos
sus coeficientes y escribimos el valor de « una fila méas abajo, a la izquierda de los
coeficientes, de la siguiente manera:

p(x) =x3+x*+0x-3

a=2

Bajamos el primer coeficiente debajo de la linea y multiplicamos este valor por a. Luego

escribimos el resultado debajo del segundo coeficiente:

1 1 0 -3
| | -

2v\x v > 2
! |

Sumamos el segundo coeficiente con este valor y colocamos el resultado debajo de la linea.

Volvemos a repetir el procedimiento anterior:

1 1 0 -3
2 | 2 " 6

1 3

1 1 0 -3
2 & +2 +6 +12

1 3I—— 6 9

Los numeros de la ultima fila seran los coeficientes del polinomio cociente (que tendra un
grado menos que el polinomio p) y el resto de la division:

c(x)=x2+3x+6

r(x) =9
Observacion: Verificar con el ejemplo anterior la siguiente propiedad:
p(x) = q(x).c(x) +r(x)
ACTIVIDADES:
Ejercicio 1:
Realizar las siguientes operaciones:
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a) (x+3).(x+4)

b) (2x —4).(2x + 4)
c) (2x—3).(4x +6)
D (Gx=3)-Gx+%)
e) (x+0.6).(x+0.3)

Ejercicio 2:

Realizar las siguientes operaciones sin usar la propiedad distributiva:

a) (x+4).(x+4) &) (x+4)?

b) (x—4).(x—4) f) (x—4)>

) (x—4).(x+4) g) (—x+4)*?

d) (—x—4).(—x+4) h) (—x —4)2
Ejercicio 3:

i) Completar de modo que se trate de un trinomio cuadrado perfecto y luego escribir las
expresiones como un binomio al cuadrado:

a) X2+ 2:X+ ... b) ... —4x+1 C) 2x%2 — ...+ 2

ii) Escribir las diferencias como un producto de la forma (a + b)-(a — b):

a)x?-9 b) 16 — x? c) x* - 25 d) 25 — 4x? e) IX? — Y4

Ejercicio 4: Considerar el cuadrado ABCD dado en la siguiente figura. Sean a y b nimeros

reales positivos

A_d b B a) Escribir una expresién para la longitud de cada lado
a de la figura.
b) Expresar el area de este cuadrado como el cuadrado
de un binomio.
b c) Determinar el area del cuadrado con la suma de las
areas de los cuatro rectangulos en que esta divido el
D C cuadrado ABCD
Ejercicio 5:

En la figura se observa una caja con forma de paralelepipedo y las longitudes de sus lados.
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a) Escribir un polinomio que permita
calcular el area de la base de la caja conocido
) el valor de x
b) El volumen de la caja se encuentra con la
x+35 multiplicacion del area de la base por la
x+4 altura. Escribir un polinomio que represente
el volumen de dicha caja.
c¢) Calcular el volumen de la caja si x es igual
a 4 cm. Dar las dimensiones de la misma
Ejercicio 6: d) Calcular el volumen de la caja si x es igual
Realizar la division entre py q: a 1 cm. Dar las dimensiones de la misma
aA)px)=x3-1,qgx)=x—-1
b) p(x) =2x*—-3x3—-5,q(x) =x+1
) p(x) = 4x? + 2x, q(x) = x + 2
Diremos que p es divisible por g, si el resto de la divisién entre p y q es el polinomio nulo.

Decidir, en cada caso, si p es divisible por g. Verificar la propiedad: p(x) = q(x).c(x) + r(x)

RAICES DE UN POLINOMIO

Se dice que un nimero o es una raiz, o un cero del polinomio p(x) si y sélo si p(a) =0

Encontrar una raiz de un polinomio es encontrar un valor de la variable x tal que p(x) =0

La expresion p(x) =0 se llama ecuacion algebraica. Los valores de la variable que satisfacen

esta ecuacion se llaman soluciones de la ecuacion. Luego encontrar las raices de un polinomio

p(x) es encontrar las soluciones de la ecuacion p(x) =0

A continuacion, se analizan algunas cuestiones acerca de las raices de un polinomio, a saber,

(todos los polinomios las tienen? ¢Cuéntas? ¢(Como calcularlas? Algunos resultados con

respecto a estas preguntas:

» Todo polinomio de grado mayor o igual a uno con coeficientes reales tiene al menos una
raiz, que puede ser real o compleja (Teorema Fundamental del Algebra). Diremos que una
raiz « es compleja cuando no es solucion real de p(x) = 0, por ser una raiz de indice par y
radicando negativo. Por ejemplo, x? = —4 no tiene solucion real dado que al despejar x,
obtenemos x = +vV/—4 ¢ R

» Todo polinomio de grado n > 1 tiene exactamente n raices (reales o complejas, iguales o

distintas).
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Los polinomios p(x) y q(x) = k. p(x) con k # 0 tienen las mismas raices
pP(x).a(x) =0 <p(x) =0 v q(x) =0
El polinomio nulo es multiplo de cualquier polinomio, porque 0= p(x).0

Todo polinomio es maltiplo de si mismo p(x) = 1.p(x)

YV V. VYV V V

Todo polinomio es divisible por un polinomio de grado cero.

FACTORIZACION DE UN POLINOMIO
Teorema de la descomposicion factorial
Todo polinomio p(x) = ap.x™ + ap_1.x" 1 + -+ a;.x1 +a, (n > 0) admite una Unica
descomposicion en factores de la forma p(x) = a,,(x — a;)*1(x — ay)*? ... (x — a,,)*™ donde
aq ay, .., &, SON m raices distintas del polinomio (reales o complejas), kq, ks, ..., ky, € N son

sus respectivas multiplicidades y k; + ky, + ...+ k,, = n.

Ejemplos:
1) El polinomio p(x) = x3 — 4x puede factorizarse sacando primero factor comdn "x" y luego
aplicando la propiedad diferencia de cuadrados:

p(x) = x(x* —4) = q(x) = x(x — 2)(x + 2)
Luego, lasraicesde psona; =0,a, =2y a; = —2
2) El polinomio p(x) = x%2 + 2x + 1 es un trinomio cuadrado perfecto por lo que su forma
factorizada es p(x) = (x + 1)2.

Luego, las raices de p es @ = 1, con multiplicidad 2.

Nota:

Hay que tener cuidado de no confundir la factorizacion de un polinomio con el empleo de la
factorizacion como método para resolver una ecuacion.

Por ejemplo, si nos piden factorizar x? — 3x + 2, procedemos de la siguiente forma.
Encontramos las raices, 1y 2y escribimos la factorizacion:  x2 —3x +2 = (x — 1)(x — 2)
Pero si tenemos que resolver la ecuacion x? — 3x + 2 = 0, planteamos

x2-3x+2=0 ©x-1Dx-2)=0x-1=0 V x-2=0 ©x=1V x=2
Escribimos S = {1,2}

Teorema:
a es raiz del polinomio p(x), si p es divisible por (x — a).
Ejemplo:

Si p(x) = x3 — 2x% + 3x — 6 podemos probar que es divisible por x — 2. En efecto:
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1 -2 3 -6
2 2 0 6
‘1 0 3 ‘o

Resulta c(x) = x? + 0x + 3 y r(x) = 0. Como el resto es el polinomio nulo resulta p divisible

por x — 2. Entonces a = 2 es una raiz de p y puede comprobarse que p(2) =0
Luego, p(x) = (x? +3)(x — 2)
Si quisiéramos seguir factorizando p, deberiamos encontrar las raices al polinomio c(x) pero
en este caso, no encontramos raices reales dado que:
x*+3=0ox=+/-3¢R

Dejamos el polinomio expresado como p(x) = (x% + 3)(x — 2)

ACTIVIDADES:

Ejercicio 7:

a) Indicar en cada caso el grado del polinomio y las raices con su multiplicidad:

D x3(x—1)%(x+1)3 i) (2x+1)3(x — \/§)2 ii)2(y+2)*C-y) A+y

b) Dar el coeficiente principal y el término independiente de cada uno de los polinomios del

item a)

Ejercicio 8:
Dado el polonomio P(x) = 2 x2 + 7 x + 3, encontrar pares de binomios A(x) y B(x) que
verifiquen la siguiente igualdad. P(x) = A(x).B(x)

¢cudntas pares diferentes de binomios se podran encontrar?

Ejercicio 9:

Calcular las raices reales, si existen, de los siguientes polinomios y factorizar los mismos

a) p(x) =2x*+8x+38 e) p(x) =x3-1

b) p(x) =2x3+8x2+8x f) p(x) =x3—-2x2—x+2
c) p(x) =3x2-9x—12 9) p(x) =x* —x3 +4x? — 4x
d) p(x) = x*—2x? h) p(x) =x3+x? —-5x+3

EXPRESIONES RACIONALES

Una expresion racional es una expresion de la forma p/q donde p y q son polinomios y p #0
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. . . 3 x+5 x2-3x a
Son expresiones racionales: -, T ’ )
7 5 x+1 " 4+a?

En una expresion racional, el denominador debe ser distinto de cero.

. .z +5 . .z
Por ejemplo, en la expresion xT el valor de x no puede ser 0. Diremos que la expresion
racional esta definida para los nameros reales diferentes a 0

., X245 . .
En la expresion — el valor de x no puede ser 4, ya que el denominador asumiria el valor
cero.

-, +5 ; -, . .
En la expresion h , ¢cuales son los valores de x para los cuales la expresion racional no esta

definida?

Observacion:

Cuando una expresion racional tiene una variable en el denominador, diremos que esta definida
para el conjunto de numeros reales que no hacen cero el denominador.

Una manera de encontrar el valor o los valores de la variable que se excluyen consiste en igualar

el denominador a cero y después despejar a la variable de la ecuacidn resultante.

Ejemplo:
Encontrar el o los valores de la variable para los que estéa definida la siguiente expresion

. x+1
racional; ——
2xX+5

5

2x+5=0 © x= — Luego, la expresion dada esté definida vV x # -3

ACTIVIDAD:
Ejercicio 10:
Encontrar el o los valores de la variable para los que esta definida cada una de las siguientes

expresiones racionales:

1
) 5

b) x+3

x2-5
xX+2
(x+1)2

d) —=

(x+1)2-5
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f) x+6

9 s
hy =2

Una expresion racional estd simplificada o reducida a su minima expresién cuando el

numerador y el denominador no tienen factores comunes distintos de 1.

Ejemplo:
a) s 1, laigualdad es valida para todo x # 0
x?—4x+2 _ (x=2)>  _ (x-2)(x-2) _ x-2 . - _
) ot DD - enrn — xe2 la igualdad es véalida para todo x # 2y x # —2.
ACTIVIDADES:
Ejercicio 11:

En una evaluacion se pidio llevar a la minima las expresiones dadas. Las siguientes son las

respuestas de cuatro estudiantes:

p +2
Valentin: e _ X Z2_X49
2 2 2
H +2 2 2
Catalina: e _ Xy Z_ 142
x x x x
+2 +1
Harry: *2_ v
2 1
+2 1+2
Lautaro: e 3
X 1

Analiza si los procedimientos realizados por cada uno de ellos son correctos

Ejercicio 12:
Encontrar el o los valores de la variable para los cuales cada una de las expresiones esta
definida y simplificar. La expresion simplificada, ¢es equivalente a la original para todo valor

de la variable?
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x%2-3x+42
x—1

x%2-16

x—4
x2+3x+28
3x2-10x—-8
3x-5
5-3x

Ejercicio 13:

Realizar las siguientes operaciones

a) (x —3).—

(x2-3x)

(x-2)%2  6x
b) 3x2 " (x2-4)

) (2x—1) (3x+2)
(3x-2) " (4—8x)
) (x%2-y?) (x+2x)
(x+y) " (2x%2-xy-y?)
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SIMBOLOS MATEMATICOS

Conjunto de los nimeros naturales
Conjunto de los numeros naturales incluido el cero
Conjunto de los numeros enteros
Conjunto de los nimeros racionales
Conjunto de los nameros irracionales
Conjunto de los nameros reales
Conjunto vacio

Union

Interseccion

Subconjunto de (incluido en)
Subconjunto propio de

Pertenece

No pertenece

Y

@)

Existe

No existe

Para todo

Menor

Mayor

Menor o igual

Mayor o igual

Distinto

Entonces (implica)

Siy solo si

Por lo tanto

Z Z
o

N 2D Cc &8 B = & N

AV A < ®H W < > @A Mm N

v

g U #
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LENGUAJE MATEMATICO

Cuando hablamos de lenguaje matematico nos referimos, por un lado, a la simbologia y, por
otro, a la estructura y presentacion de los contenidos matematicos. A continuacion, se
presenta un breve recorrido sobre algunos términos que necesitaremos para comprender
textos académicos de matematica, como los que utilizaremos a lo largo de este curso y en las
asignaturas Matematica | y Matematica Il, comunes a todas las carreras de la Facultad.
Lenguaje coloquial y lenguaje simbdlico:

El lenguaje coloquial se utiliza para expresar ideas y conceptos en forma escrita u oral usando
el lenguaje ordinario. El lenguaje simbdlico se utiliza para expresar con simbolos en forma
precisa los conceptos dados en lenguaje coloquial. Este lenguaje es de utilidad para expresar
generalizaciones, férmulas o propiedades; simplificar o acortar expresiones, etc. Muchos
problemas se pueden resolver traduciendo los enunciados dados en forma coloquial al

lenguaje simbolico.

Lenguaje coloquial Lenguaje simbdlico
Un numero X
El doble de un numero 2x
El anterior de un nimero x—1
Cualquier nimero mayor que 4 x> 4

Proposicién:
Oracion declarativa que es verdadera o falsa (pero no ambas).
Ejemplos de proposiciones:

- 25es un nlmero par.

- Hoy es un dia soleado.

- 2l esunmiultiplode3yde?7.
- 5esun ndmero primo.

Ejemplos de oraciones que no son proposiciones:

- jQué linda tarde!
- Hace los gjercicios.
- ¢Aqué hora te dormiste anoche?

Una proposicién abierta es una frase declarativa que:

i) contiene una 0 mas variables (representadas con letras)

i) no es una proposicion, pero se convierte en una proposicion cuando se reemplazan las
variables que aparecen en ella por ciertas opciones permisibles.

Ejemplos de proposiciones abiertas:
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- Elndmero y + 2 es impar.
Esta proposicion es verdadera si, por ejemplo, se reemplaza y = 1 pues 1 + 2 = 3 es un nimero

impar. Sin embargo, es falsa si se reemplaza y = 2 pues 2 + 2 = 4 es un nimero par.

- x=20
Esta proposicion es verdadera si se reemplaza el valor de x por cualquier nimero que sea positivo

0 cero y es falsa si se sustituye x por un nimero negativo.
Muchas proposiciones matematicas se componen de un cuantificador
(3: existe,V: para todo) seguido de una proposicion abierta. Por ejemplo:
Ixe€eZ/x>3
En lenguaje coloquial se lee: existe un nimero entero que es mayor a 3.
x=21Vx€EN

En lenguaje coloquial se lee: todo nimero natural es mayor o igual que 1.

Definicion:
Enunciado por medio del cual se exponen, de manera clara y precisa, las caracteristicas
distintivas de un objeto matematico.
Ejemplo: “Un triangulo es un poligono de tres lados”
Sin embargo, en matematica hay ciertos conceptos, llamados conceptos primitivos, que no
tienen una definicion y se acepta la idea que tenemos sobre ellos (por ejemplo: punto, recta,
conjunto).
Teorema:
Un teorema es una proposicion verdadera que debe demostrarse. Partiendo de algunos
supuestos (hipotesis), se afirma una conclusion (tesis) no evidente por si misma.
Ejemplo:
Teorema: La suma de dos numeros pares es par.
Hipotesis: se parte de la existencia de dos numeros pares cualesquiera, para lo cual se puede
recurrir al lenguaje simbolico y denominarlos con las letras a y b.
H: ay b son dos nimeros pares (a = 2n, b = 2m siendo n'y m nimeros naturales)
Tesis: la conclusion a la que se llega es que la suma de estos nimeros es par. En simbolos:
T:a+bespar(a+b = 2.k, siendo k un nimero natural)
Demostracion:

a+b=2n+2m-= Z(ntt)m) = 2k siendo k = n + m un nimero natural.

Corolario:
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Un corolario es un resultado que se deduce con facilidad de un teorema. Formalmente, es un teorema
en si mismo.

Axioma:

Los axiomas son proposiciones siempre verdaderas que admitimos sin demostracion. Se
suelen utilizar como principios sobre los que se construye una teoria y de los cuales se
deducen los teoremas.

Ejemplos:

- Todo nGimero natural tiene un sucesor.

- Dados dos puntos, se puede trazar una recta que los une.
- Por un punto exterior a una recta, se puede trazar una Unica paralela a la recta dada.
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